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Resumen
Las herramientas de formación basadas en simulación y realidad virtual se
han convertido en las últimas décadas en una potente herramienta para la for-
mación y el entrenamiento de multitud de tareas, especialmente aquéllas que
conllevan un coste o un riesgo elevado.
Debido a las exigencias de este tipo de aplicaciones, los modelos dinámicos
utilizados deben reproducir el comportamiento del sistema simulado con sufi-
ciente realismo como para que los hábitos adquiridos por los aprendices sean
correctos. Además, deben ser suficientemente robustos y eficientes como para
poder ejecutarse de forma interactiva en tiempo real.
Dentro del ámbito de la simulación de maquinaria pesada, los sistemas gra-
nulares y la interacción con el terreno (arena, grava, material granel, etc.) forman
parte de las tareas fundamentales que realiza el usuario. Sin embargo, como
consecuencia de una metodología inadecuada, existe una deficiencia importante
en los modelos existentes para simulación interactiva en tiempo real.
A lo largo de este trabajo se revisa la metodología de modelado utilizada habi-
tualmente, y se desarrolla un conjunto de modelos dinámicos para la simulación
de sistemas granulares.
Para conseguir modelos con un comportamiento suficientemente realista, se
parte de estudios teóricos sobre el comportamiento de los sistemas granulares
y la interacción con el suelo. A partir de estos estudios, y utilizando el modelo
computacional de los Autómatas Celulares, se desarrolla un conjunto de modelos
dinámicos que permiten la simulación interactiva de un sistema granular y una
herramienta.
Los modelos se validan utilizando los trabajos teóricos anteriores, y se analiza
el significado de los parámetros para permitir su ajuste en función del tipo de
material que se desee simular.
Para conseguir una implementación eficiente de los modelos que permita la
simulación en tiempo real, se analizan las propiedades estadísticas de la dinámi-
ca del sistema. Gracias a este análisis se consigue alcanzar un coste inferior a
cuadrático respecto a las dimensiones del sistema simulado.
Se revisan las técnicas de representación gráfica existentes y se mejora la
representación de las zonas de flujo por medio de la utilización de técnicas de
multitextura programadas en el procesador gráfico.
Palabras clave: Sistemas Granulares, Autómatas Celulares, Simulación en
Tiempo Real, Simulación para Entrenamiento, Simulación Interactiva, Simulación
Interactiva.
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’Where shall I begin, please your Majesty?’ The White Rabbit asked.
’Begin at the beginning,’ the King said gravely, ’and go on till you come to the end:
then stop.’
L. Carroll (Alice’s Adventures in Wonderland)
CAPÍTULO 1
Introducción
Las herramientas de formación basadas en simulación y realidad virtual se
han convertido en las últimas décadas en una potente herramienta para la for-
mación y el entrenamiento de multitud de tareas, especialmente aquéllas que
conllevan un coste o un riesgo elevado. Al campo de aplicación tradicional de
la aviación civil y militar, se han sumado en los últimos años la formación de
operadores de grúas portuarias y de obra civil entre otros. El Laboratorio de Si-
mulación y Modelado del Instituto de Robótica trabaja desde hace una década
en la simulación de maquinaria pesada para entrenamiento, con aplicaciones
especialmente en el ámbito portuario y el de la construcción.
Motivación del trabajo
El presente trabajo de investigación está motivado por los proyectos deriva-
dos de esta línea de trabajo. En algunos de estos proyecto la interacción con el
terreno o con material granel constituye un elemento fundamental del entrena-
miento, lo que ha dado lugar a la necesidad de simular de forma realista este tipo
de sistemas.
De forma más precisa, el trabajo de investigación que se presenta se inicia du-
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rante del desarrollo de un simulador de entrenamiento para los operadores de las
grúas móviles portuarias utilizadas para la carga y descarga de material granel
en el Puerto de Valencia, en el marco del proyecto SIMPORT II. Posteriormente,
se ha continuado en el marco de otros proyectos de investigación relacionados
con la simulación para entrenamiento de equipos de obra civil, como volquetes y
manipuladoras telescópicas (proyecto PREVEN).
El objeto de este trabajo es, por tanto, el modelado de sistemas granulares,
aplicado a la simulación interactiva en entornos de simulación de maquinaria
para entrenamiento.
1.1. Simulación interactiva para formación
Hasta hace apenas unos años, la utilización de simuladores para entrena-
miento estaba limitada al terreno militar y a la aviación civil a causa del elevado
coste asociado al desarrollo de este tipo de equipos. Sin embargo, el aumento
en la capacidad de los equipos informáticos, en especial de los procesadores
gráficos, y a la reducción de su coste, han permitido extender el empleo de los
simuladores y de los sistemas de entrenamiento basados en realidad virtual a
ámbitos muy diversos, como el entrenamiento de conductores, los manipulado-
res de grúas y de maquinaria de obra civil o la simulación de operaciones quirúr-
gicas, por poner sólo algunos ejemplos.
En ámbitos como la manipulación de maquinaria pesada, la formación se
ha basado siempre en gran medida en la utilización de la máquina real. Como
consecuencia de esto la simulación ofrece múltiples ventajas, tanto en el aspec-
to didáctico como en la prevención de riesgos y en la reducción de los costes
asociados a la formación. Todo esto contribuye a potenciar su utilización para el
entrenamiento de los operarios.
La prevención de riesgos en la formación. La utilización por parte de un
usuario inexperto de maquinaria pesada, ya de por si peligrosa, supone un
riesgo para el propio aprendiz y para el resto de trabajadores que puede
evitarse por medio de la utilización de un simulador.
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Reducción de los costes derivados de la formación. El coste asociado a
la formación con la máquina real es muy elevado debido, en primer lugar,
al coste del propio equipo; en segundo lugar, a los costes derivados del
mantenimiento, que aumentan por un uso inexperto; y en tercer lugar, a la
reducción de la productividad del centro de trabajo al dedicar parte de los
equipos a la formación.
Reciclaje y formación permanente. La aparición de nuevos equipos, cada
vez más avanzados y con nuevos modos de operación, obligan a mantener
al personal en continua formación. Por medio del simulador se puede dar
este tipo de formación, iniciando el aprendizaje incluso antes de la implan-
tación de nuevos modelos de máquina.
Entrenamiento en condiciones adversas. Una correcta formación puede re-
querir la realización de ciertos ejercicios que no son viables con equipo real:
trabajo en condiciones meteorológicas extremas, simulación de averías, so-
metimiento al manipulador a situaciones de tensión, etc. La utilización de
un simulador abre la puerta a la realización de estos ejercicios.
En el caso de los simuladores de maquinaria para movimiento de tierra y
carga y descarga de material granel, la simulación ofrece una ventaja adicional
respecto al entrenamiento con la máquina real. En estos casos, además de la
máquina es necesario disponer de unas instalaciones especiales, con una gran
extensión de terreno o gran cantidad de material granel para llevar a cabo la
formación.
1.1.1. Características de un simulador para formación
El objetivo de un simulador es la complementación del entrenamiento sobre la
máquina real. Par ello es necesario que el simulador permita reproducir de forma
fiel el entorno de trabajo real, y que proporcione al usuario un alto grado de
inmersión y sensación de presencia. Para ayudar a alcanzar estos objetivos, un
simulador cuenta con una serie de subsistemas que proporcionan los estímulos
necesarios al usuario:
Cabina y plataforma de movimiento: el cuerpo del simulador consiste en
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una cabina, que ocupará el usuario, situada sobre una plataforma de mo-
vimiento de 6 grados de libertad que simula los estímulos inerciales que
se reciben en el sistema real, necesarios para obtener un alto grado de
inmersión y evitar sensaciones de mareo.
Sistema visual: por medio de un conjunto de proyectores y pantallas, situa-
dos normalmente sobre la propia cabina, se ofrece al usuario una repre-
sentación gráfica del entorno simulado que cubre todo su campo de visión.
Tras este equipo, un sistema informático se encarga de generar las imáge-
nes por medio de una aplicación gráfica.
Sistema de sonido: reproduce el entorno sonoro del escenario que se si-
mula. Por una parte aumenta el grado de realismo del simulador, y por otra
puede proporcionar estímulos que el aprendiz deba aprender a reconocer
y reaccionar ante ellos (una señal de alerta, un cambio en el sonido del
motor, etc).
Sistema de entradas y salidas: se presenta habitualmente como una re-
producción del salpicadero o el panel de mandos de la máquina simulada.
Captura las acciones del usuario, y proporciona la información que se en-
cuentra disponible en la máquina real.
Modelos de simulación: es un conjunto de modelos matemáticos que repro-
ducen el comportamiento de los sistemas simulados. A partir de las entra-
das del usuario, proporciona la información requerida por el resto de sub-
sistemas, para la representación gráfica, el movimiento de la plataforma, el
estado del panel de mandos o la reproducción de sonidos.
Modelado dinámico
El modelado dinámico para los simuladores de entrenamiento se enfrenta a
varios retos importantes. Los modelos dinámicos utilizados deben reproducir el
comportamiento del sistema y del entorno con suficiente realismo como para que
la simulación sea creíble para el usuario y para que los hábitos adquiridos por
los aprendices sean correctos. Además, deben ser suficientemente robustos y
eficientes como para poder ejecutarse de forma interactiva en tiempo real.
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La metodología empleada debe permitir una integración flexible de los mode-
los dinámicos junto con el resto de elementos del sistema de simulación (aplica-
ción gráfica, sensorización, monitorización, etc.). Además, deben ser suficiente-
mente generales como para reproducir el amplio abanico de situaciones que se
dan en una simulación con interacción por parte del usuario.
Por tanto, el modelado para simulación en tiempo real supone un difícil reto
desde diferentes puntos de vista y, a menudo, invalida metodologías y enfoques
bien asentados y que han demostrado su utilidad en otros campos.
Dentro del ámbito de la simulación de maquinaria pesada, los sistemas gra-
nulares y la interacción con el terreno (arena, grava, material granel, etc.) se
encuentran entre los sistemas que ofrecen más complejidad desde el punto de
vista del modelado dinámico. Se trata de sistemas que pueden mostrar compor-
tamientos propios del estado sólido o de los fluidos y que presentan una dinámica
altamente no lineal.
1.2. Modelado y simulación interactiva de los sis-
temas granulares
Por sistemas granulares entendemos un amplio conjunto de sistemas físicos
compuestos por un elevado número de partículas sólidas que interactúan entre
si por medio de contactos. El comportamiento de los sistemas granulares, tales
como la arena, ha sido objeto de interés de la comunidad científica desde hace si-
glos. Autores tan destacados como Coulomb, Faraday, Lord Rayleigh o Reynolds
se interesaron por su comportamiento, que muestra propiedades atribuibles a
fluidos, sólidos y gases, según el estado del sistema o del entorno.
Este interés teórico por los sistemas granulares se ha visto incrementado
debido a la cantidad de procesos industriales y agrícolas que los involucran. En
las últimas décadas han sido muchos los autores que han dedicado su trabajo a
comprender su comportamiento, tanto con una motivación teórica, como aplicada
a la industria.
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En muchos de estos casos, la manipulación de sistemas granulares requiere
la utilización de maquinaria pesada, como en el caso del transporte de material
granel, o de la manipulación de tierra en obra civil; maquinaria para la que la utili-
zación de la simulación puede proporcionar grandes ventajas en la formación de
sus operarios, creando la necesidad de introducir la simulación de los sistemas
granulares en la simulación para entrenamiento.
Sin embargo, a pesar de esta necesidad emergente el hecho es que hasta el
momento el nivel de introducción de los modelos de sistemas granulares en los
simuladores de formación es muy bajo, por no decir que es prácticamente nulo.
Para conocer los motivos de esta situación, es necesario analizar las técnicas
utilizadas actualmente para la simulación de los sistemas granulares.
1.2.1. Sistemas granulares en simuladores para formación
Como ya se ha indicado, en un simulador para entrenamiento una de las prin-
cipales fuentes de estímulos para el usuario es el sistema visual. Por este moti-
vo, el modelado dinámico destinado a la simulación se desarrolla habitualmente
dentro del campo científico y técnico de los gráficos por ordenador y la reali-
dad virtual. En general, tanto la industria de los vídeo-juegos y la realidad virtual
como la de la animación demandan modelos eficientes y creíbles de cualquier
sistema que pueda verse involucrado en sus desarrollos y pueden beneficiarse
de modelos de sistemas granulares.
Esta necesidad se refleja en la aparición cada vez más frecuente de traba-
jos destinados a la animación y simulación de terreno y sistemas granulares en
informática gráfica. Estos trabajos se centran tanto en la representación geo-
métrica y visual del terreno como en la simulación dinámica de las interacciones.
Sin embargo, los diferentes modelos propuestos han resultado hasta el momento
insuficientes para las necesidades de la simulación para entrenamiento.
Los factores que causan esta carencia son fundamentalmente dos: en primer
lugar, las elevadas exigencias de los simuladores en lo que respecta al modela-
do y en segundo lugar la metodología de modelado empleada que procede del
campo de la animación por ordenador en el que el comportamiento realista de
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los modelos no es la principal exigencia.
Requisitos de la simulación para entrenamiento
En términos generales, los requisitos del modelado dinámico para el desa-
rrollo de simuladores para formación son similares a los que aparecen en otras
aplicaciones gráficas en tiempo real. Los modelos deben ser eficientes y esta-
bles, y además deben garantizar un nivel de realismo que permita la recreación
de un entorno creíble.
Sin embargo, en comparación con otras aplicaciones relacionadas con los
gráficos por ordenador, la simulación para entrenamiento es probablemente una
de las aplicaciones más exigentes, con lo que los modelos encontrados en el
campo de la animación y simulación de terreno en entornos virtuales no cubren
las necesidades que ésta impone.
Comparte con el desarrollo de vídeo-juegos y otras aplicaciones en tiempo
real la necesidad de modelos dinámicos que sean interactivos y muy eficientes.
Pero las exigencias de realismo en el ámbito de la simulación para entrenamiento
son mayores; la predisposición del usuario a aceptar discrepancias con la reali-
dad es menor y además el comportamiento de los sistemas simulados debe ser
suficientemente fiel como para permitir un aprendizaje correcto.
Simulación interactiva y sistemas granulares
El conjunto de modelos actuales que permiten la simulación interactiva en
tiempo real del terreno o los sistemas granulares comparten la misma metodolo-
gía de modelado; son modelos heurísticos simples que reproducen el comporta-
miento macroscópico del sistema de forma aproximada.
En el desarrollo de entornos de realidad virtual el modelado dinámico de los
sistemas más complejos ha tendido, en general, a la utilización de modelos sen-
cillos, no necesariamente correctos. Esta metodología permite obtener la credi-
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bilidad buscada sin pagar el precio de un elevado coste computacional.
Este es el caso de los sistemas granulares, debido a su elevada complejidad.
Como veremos, la simulación explícita de las partículas que componen un siste-
ma granular no es viable desde el punto de vista del coste computacional. Por
otra parte, otro tipo de modelos, basados en ecuaciones en derivadas parciales,
tampoco parecen ser adecuados para simulaciones interactivas en tiempo real;
no se trata de modelos eficientes ni resulta sencillo considerar situaciones de
interacción arbitrarias.
Es cierto que algunos de los modelos utilizados en animación, y modificados
posteriormente para simulación interactiva, están inspirados por descripciones
macroscópicas de la física de los sistemas granulares. Sin embargo estos mo-
delos son modificados o simplificados, desvirtuando propiedades importantes de
su dinámica.
1.3. Planteamiento del problema
Se ha constatado una ausencia de modelos realistas de sistemas granula-
res en el ámbito de la simulación interactiva en tiempo real, que ha impedido su
incorporación a la simulación para entrenamiento. Esta carencia se debe, princi-
palmente, a la utilización de una metodología de modelado inadecuada para la
consecución de estos objetivos.
La causa es la ausencia de una fundamentación física en los modelos que
se basa en la hipótesis de que los modelos realistas de sistemas granulares
procedentes del campo de la física son excesivamente costosos. El hecho de
que algunos modelos rigurosos no hayan resultado suficientemente flexibles (Li
and Moshell, 1993) o eficientes (Zhu and Bridson, 2005) como para su uso en
entornos de realidad virtual ha contribuido a la reafirmación de esta hipótesis.
Por otra parte, la existencia de algunos modelos heurísticos que ofrecen un
comportamiento visualmente creíble (Sumner et al., 1999; Benes et al., 2006a)
han hecho que una metodología que proviene del campo de la animación se haya
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asentado como principal herramienta para la simulación de este tipo de sistemas.
Estos modelos han sido aceptados, entre otros motivos, porque la función de los
modelos de terreno a menudo ha sido considerada como meramente decorativa
(Sumner et al., 1999; O’Brien et al., 2000).
Como resultado, la metodología de modelado que se ha establecido durante
la última década, basada en el planteamiento de Sumner (Sumner et al., 1999),
y seguida en los trabajos más relevantes (Onoue and Nishita, 2005; Zeng et al.,
2007), es completamente insuficiente cuando la interacción con el terreno es la
tarea principal del sujeto en el entorno virtual.
Vemos, por tanto, que el desarrollo de modelos adecuados para su uso en
simuladores para formación no pasa por la mejora o revisión de los modelos exis-
tentes. Por el contrario, es necesaria una revisión de los procedimientos emplea-
dos para la obtención de los modelos, que permita incorporar las propiedades
físicas del sistema sin renunciar a las exigencias de eficiencia de la aplicación
que nos ocupa.
La hipótesis principal de este trabajo de investigación es que por medio de
la utilización de modelos provenientes de la física, y un planteamiento compu-
tacional adecuado, es posible alcanzar los objetivos de realismo, eficiencia, flexi-
bilidad y estabilidad necesarios para la incorporación de los sistemas granulares
a la simulación para entrenamiento.
1.4. Objetivos y metodología
La creación de entornos virtuales interactivos cada vez más cercanos a la
realidad constituye uno de los retos principales de la informática gráfica aplicada
a la simulación para entrenamiento. Sin embargo, hemos visto que las metodolo-
gías empleadas hasta el momento para el modelado de sistemas granulares no
ha dado como resultado modelos suficientemente realistas para su utilización en
este campo.
Desde esta perspectiva, el objetivo principal de este trabajo de investigación
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es revisar la metodología de modelado existente y desarrollar un conjunto de
modelos de sistemas granulares que contribuyan a cubrir la carencia de mode-
los dinámicos realistas, cumpliendo además con las exigencias que plantea la
simulación para entrenamiento en tiempo real.
1.4.1. Objetivos de la tesis
Con el fin de alcanzar este objetivo principal, se plantea la consecución de un
conjunto de hitos u objetivos intermedios. Estos objetivos se indican a continua-
ción de forma detallada.
1. Establecer de forma clara las limitaciones de las técnicas existentes para la





2. Proponer una metodología de modelado que se base en la utilización de
modelos realistas, procedentes del campo de la física, que puedan ser úti-
les para el desarrollo de modelos adecuados en simulación para entrena-
miento.
3. Desarrollar un conjunto de modelos para el comportamiento de un sistema
granular utilizando esta metodología. Para que sean adecuados en la simu-
lación para entrenamiento, los modelos que se obtengan deben cumplir los
siguientes requisitos:
Deben ser modelos realistas que se basen en las propiedades físicas
del sistema simulado.
Deben ser eficientes, y explotar adecuadamente las propiedades del
sistema simulado para mejorar el rendimiento de la simulación.
Deben proporcionar un modelo geométrico del sistema que sea ade-
cuado para su representación en aplicaciones de informática gráfica.
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4. Desarrollar los modelos asociados que permitan la interacción entre el sis-
tema granular y el resto de objetos del escenario. Se pretende alcanzar los
siguientes objetivos:
Diseñar los elementos necesarios para la detección de colisiones en-
tre los objetos del escenario y el sistema granular, y en especial la
gestión de la información necesaria para el proceso de los contactos;
Desarrollar modelos para simular la aplicación de una presión vertical
sobre un sistema granular;
Desarrollar modelos para simular el desplazamiento horizontal de te-
rreno por un objeto, necesarios para la simulación de una herramienta
como la pala de una excavadora o de una motoniveladora.
Obtener del sistema las fuerzas de contacto sobre la herramienta, per-
mitiendo así la simulación de la reacción del terreno. Esto es necesa-
rio para conocer el comportamiento de la herramienta simulada y para
proporcionar al usuario los estímulos adecuados a través de la plata-
forma de movimiento del simulador.
5. Analizar y validar los modelos obtenidos con el fin de conocer sus propie-
dades y su rango de validez por medio de los modelos físicos en los que
se basan.
6. Desarrollar las técnicas necesarias para la simulación de modos de inte-
racción más complejos que las colisiones, como la acumulación del material
sobre los objetos del escenario y el intercambio de material entre varios
sistemas granulares.
7. A partir de las técnicas anteriores, desarrollar los elementos necesarios
para la realización de simulaciones que involucren escenarios generales,
como el entorno necesario para los simuladores de maquinaria de movi-
miento de terreno.
8. Revisar y actualizar las técnicas existentes para la representación gráfica
del terreno, incluyendo técnicas basadas en GPU, con el fin de obtener
simulaciones visualmente realistas y de gran calidad.
9. Optimizar la implementación de los modelos obtenidos, de forma que su
coste computacional sea el menor posible, ampliando así las posibilidades
reales de utilización en simulaciones complejas.
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10. Contribuir a la solución de algunos de los problemas abiertos en el campo
de la animación por ordenador respecto al modelado de sistemas granula-
res.
El conjunto de objetivos de este trabajo va más allá de la simple obtención
de modelos realistas. Este trabajo rompe con la hipótesis aceptada hasta ahora
de que los modelos físicos de sistemas granulares no son adecuados para su
utilización en simulaciones en tiempo real, debido a su complejidad y alto coste
computacional.
Se abordará, por tanto, una revisión de la metodología de modelado actual
que proviene principalmente del campo de los gráficos por ordenador. Como con-
secuencia de esto, además de las contribuciones que se obtendrán en el campo
de la simulación para entrenamiento, se derivarán también resultados aplicables
a otros campos como la realidad virtual, la animación o la industria del vídeo-
juego.
1.4.2. Metodología de trabajo
Con el fin de alcanzar los objetivos que se proponen en este trabajo de in-
vestigación se propone la siguiente metodología. En primer lugar, se analizarán
las técnicas actuales de modelado confirmando la hipótesis de que las metodo-
logías de modelado existentes no son adecuadas. Para proponer una alternati-
va que permita obtener modelos más realistas necesitamos apoyarnos en dos
elementos; un conjunto de modelos físicos, que proporcionarán la descripción
correcta de la dinámica del sistema, y un modelo computacional que permitirá
formalizarlos e integrarlos en un simulador.
Una vez obtenidos estos elementos, se desarrollarán y validarán los diferen-
tes modelos y las técnicas necesarias para su implementación y adecuación a
las exigencias de la simulación para entrenamiento. A continuación se detallan
las fases en las que se descompone esta metodología.
1. En primer lugar se analizará en profundidad las técnicas que se utilizan
actualmente para la representación y simulación interactiva de terreno y
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sistemas granulares. Esto nos permitirá definir con claridad el problema y
las carencias existentes y establecer de forma más concreta las actuacio-
nes necesarias y las contribuciones que se espera obtener.
2. En segundo lugar y para poder desarrollar modelos que cumplan con el
requisito fundamental de comportamiento realista, se analizarán modelos
utilizados en disciplinas teóricas, como la física aplicada, la geomecáni-
ca o la matemática y que permitirán la descripción de la dinámica de los
sistemas granulares. De entre estos modelos, se seleccionarán aquéllos
más adecuados para conseguir simulaciones eficientes y flexibles. Se pre-
sentará también el modelo computacional de los Autómatas Celulares, que
permitirá la introducción de los modelos.
3. Se revisarán y discretizarán los modelos seleccionados, adaptándolos a
las necesidades de las aplicaciones interactivas basadas en informática
gráfica, para obtener los modelos dinámicos centrales de este trabajo. Se
buscará la obtención de una representación del sistema similar a la que
proponen otros autores pero, a diferencia de los trabajos existentes hasta
ahora, se propondrán modelos basados en física.
4. Los modelos discretos obtenidos se extenderán para la obtención de nue-
vos modelos de interacción del sistema con el entorno. De nuevo, esta tarea
se llevará a cabo por medio de la adaptación y discretización de modelos
teóricos y empíricos aceptados por la comunidad científica como válidos.
5. Los diferentes modelos obtenidos se analizarán para conocer sus propie-
dades más relevantes. Para garantizar la consecución del objetivo principal
que constituye la obtención de modelos realistas se validarán por medio de
dos herramientas; por una parte, a través de desarrollos analíticos se com-
pararán con modelos procedentes de la física y se obtendrá el significado y
correcto ajuste de los parámetros; por otra parte, se realizarán experimen-
tos numéricos que simulen las técnicas empíricas utilizadas sobre sistemas
reales, comparando los resultados con experimentos ya descritos en la bi-
bliografía especializada.
6. Por último, se desarrollará una aplicación de simulación completa para un
modelo de minicargadora utilizado habitualmente en obra civil. Con esto,
se mostrará la aplicabilidad de los modelos de simulación propuestos y
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se confirmará la consecución del objetivo principal del presente trabajo de
investigación.
Como resultado de esta metodología, se obtendrán modelos que permitirán la
simulación realista y eficiente de los sistemas granulares, usando una implemen-
tación y una representación muy adecuadas para su integración en aplicaciones
de informática gráfica.
1.5. Organización de la memoria
La memoria se ha organizado de la siguiente manera:
En el Capítulo 2 se revisan los trabajos existentes en el área de la simula-
ción y animación de sistemas granulares. Se analizan los elementos más impor-
tantes involucrados (cálculo de colisiones, modelado dinámico y representación
gráfica), prestando especial atención a los modelos dinámicos que permiten la
simulación interactiva en tiempo real. En este capítulo se realiza además un aná-
lisis crítico del estado actual de los conocimientos sobre este tema, con el fin de
poner de manifiesto los principales problemas abiertos.
En el Capítulo 3 se proporcionan las bases necesarias para el posterior desa-
rrollo de modelos realistas de terreno. Por una parte se presentan las principa-
les metodologías de modelado de sistemas granulares en física, analizando sus
ventajas e inconvenientes a la hora de utilizarlos en entornos de simulación para
entrenamiento. Por otra parte, se presenta el modelo computacional de los Autó-
matas Celulares y se discute su conveniencia para el desarrollo de los modelos
en el marco de esta investigación.
En el Capítulo 4 se desarrollan nuevos modelos dinámicos para la simula-
ción de sistemas granulares en tiempo real. Por medio de la formalización de
los Autómatas Celulares, se presenta un modelo de pila de arena basado en
las propiedades físicas del sistema. Se analiza el modelo discreto propuesto,
profundizando en el significado de sus parámetros y variables y se valida analíti-
camente su comportamiento frente al del modelo BCRE. Se analizan también las
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propiedades estadísticas de la dinámica del modelo, con el fin de comprobar la
concordancia del modelo con las propiedades conocidas de los sistemas granu-
lares. Por último, se presenta una variación del modelo que contempla el efecto
de la inercia de las partículas.
En el Capítulo 5 se desarrollan diferentes modelos de interacción con el te-
rreno. Sobre el modelo de evolución desarrollado en el capítulo anterior, se desa-
rrolla un modelo de presión y deformación vertical del terreno. Este modelo se
basa en las propiedades conocidas del suelo homogéneo. Igualmente, a partir de
modelos utilizados en geomecánica se desarrolla un modelo de desplazamiento
horizontal que permite además el cálculo de las fuerzas que aparecen sobre una
herramienta.
En el Capítulo 6 se amplían los modelos de los capítulos anteriores para
permitir la acumulación del material granular sobre objetos en movimiento. Se
considera la interacción entre varias pilas de arena y se presta especial atención
al caso de la carga de una pala de excavadora.
En el Capítulo 7 se analiza el coste computacional de los elementos más im-
portantes de los diferentes modelos. Se implementan y se describen las pautas
que se han seguido para la implementación eficiente de los modelos, explotando
las propiedades del sistema simulado, y permitiendo así la simulación en tiempo
real. Este análisis se complementa con un conjunto de pruebas numéricas reali-
zadas con el fin de conocer de una manera precisa los tiempos de ejecución de
cada modelo. Además, se llevan a cabo también experimentos numéricos que
replican los realizados sobre sistemas reales, mostrando el correcto comporta-
miento de los modelos desarrollados a lo largo de este trabajo de investigación,
y en particular validando los modelos de los capítulos 5 y 6.
En le Capítulo 8 se analizan los aspectos más relevantes desde el punto de
vista de la representación gráfica del terreno en aplicaciones de informática grá-
fica y realidad virtual. Se revisan las primitivas más adecuadas para el modelado
del terreno, y las técnicas existentes para la animación del material en movimien-
to, con la propuesta de mejoras en este último punto. Por último, se propone la
utilización de sistemas de partículas para la representación de las partículas en
suspensión que aparecen habitualmente al manipular un sistema granular.
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El Capítulo 9 muestra un caso práctico de aplicación de los modelos desa-
rrollados. Se muestra la implementación de un sistema de simulación de una
minicargadora (una excavadora ligera) aplicando el conjunto de técnicas y mo-
delos que se han propuesto a lo largo del trabajo. En este capítulo se demuestra,
por tanto, la adecuación de los modelos presentados para su utilización en apli-
caciones complejas en tiempo real e interactivas.
Por último, el Capítulo 10 realiza un resumen de los logros alcanzados por
medio de este trabajo, indicando las contribuciones científicas y técnicas más
relevantes obtenidas. Se revisan las principales carencias que este trabajo ha
contribuido a cubrir, y se hace un breve análisis de los problemas abiertos y de
las posibles futuras líneas de investigación a las que da lugar.
La presente memoria cuenta además con tres apéndices en los que se han
desarrollado algunos aspectos que, por su extensión, no resulta adecuado expo-
nerlos en detalle durante la memoria.
En el Apéndice A se muestra un resumen de la notación utilizada en la me-
moria.
En el Apéndice B se presenta, de forma más extensa, el formalismo em-
pleado a la lo largo de la memoria para la definición de los Autómatas Celulares
utilizados.
En el Apéndice C se introducen algunos conceptos relacionados con el com-
portamiento crítico auto-organizado y con los sistemas granulares.
Por último, en el Apéndice D se discute sobre la conveniencia de la utilización
del término Autómata Celular para referirnos al modelo de evolución y sobre la
correcta utilización de este término.
If it looks like a duck, and quacks like a duck, we have at least to consider the
possibility that we have a small aquatic bird of the family anatidae on our hands
Douglas Noel Adams
CAPÍTULO 2
Simulación interactiva de sistemas
granulares en entornos virtuales
El problema que se aborda en esta investigación es el desarrollo de modelos
de sistemas granulares destinados a la simulación para entrenamiento de opera-
rios de maquinaria de obra civil o de máquinas dedicadas a la manipulación de
material granel. La aplicación a la que van dirigidos los modelos, la simulación
para entrenamiento, exige que éstos sean realistas y que contemplen la interac-
ción entre la máquina y el terreno.
En este capítulo se analizan los trabajos existentes en el campo de la si-
mulación interactiva de terreno, con el fin de determinar el estado actual de las
técnicas disponibles. Prestaremos especial atención a los trabajos que conside-
ran la interacción entre el terreno y un objeto y a los que permiten la simulación
interactiva en tiempo real.
2.1. Introducción
Atendiendo a la bibliografía existente, los trabajos pueden clasificarse en dos
grupos: los que abordan únicamente el problema de la dinámica de la superficie
del terreno y los que consideran la interacción entre el terreno y una herramienta
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u objeto en contacto con él.
En la simulación interactiva de terreno en entornos virtuales, como los em-
pleados en simulación para entrenamiento, frecuentemente se usa un mapa de
alturas para la descripción de la superficie del sistema granular, de forma que el
terreno puede representarse por medio de una matriz de valores reales.
Por este motivo, es habitual utilizar esta misma representación para la defini-
ción de los modelos que describen su evolución y la interacción con los objetos
del entorno. A continuación presentamos los principales resultados existentes,
prestando especial atención a los modelos que permiten la simulación de un sis-
tema granular en tiempo real.
2.2. Modelado no interactivo o de superficie
Los primeros trabajos existentes en el modelado de terreno en entornos vir-
tuales están dedicados a la obtención de una representación tridimensional de
un terreno o paisaje. Es lo que en la nomenclatura anglosajona se conoce co-
mo procedural modeling. Se trata de modelos de erosión hídrica utilizados para
obtener la evolución de un escenario geológico para obtener un paisaje realista.
Estos modelos están destinados a modelar el terreno de forma no interactiva y
suelen ser computacionalmente costosos.
Uno de los trabajos pioneros en este tipo de algoritmos es el de Musgrave et
al. (Musgrave et al., 1989). En él combinan un algoritmo que genera un terreno
con unas propiedades fractales dadas, con la utilización del modelo de erosión
para hacer evolucionar el modelo preliminar, y obtener un resultado final realista.
El grupo de investigación de B. Benes ha trabajado también activamente con
modelos de erosión, introduciendo una representación multicapa del terreno para
obtener el efecto de la aparición de diferentes estratos geológicos (Benes and
Forsbach, 2001; Benes and Forsbach, 2002; Benes et al., 2006b; Stava et al.,
2008). Otros trabajos basados en la misma metodología son el de Koh (Koh,
2002) o el Olsen (Olsen, 2004).
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Aunque estos modelos no tienen como objetivo el cálculo de la evolución
del sistema en una escala de tiempo corta, sino que son un procedimiento para
conseguir el estado final, han motivado algunos de los desarrollos posteriores en
animación y simulación interactiva de terreno.
Los primeros modelos que consideran la evolución del terreno en escalas
cortas de tiempo se centran en el modelado de escenarios desérticos y la evolu-
ción de dunas. El modelo propuesto por Nishimori y Ouchi (Nishimori and Ouchi,
1993; Ouchi and Nishimori, 1995) y permite la simulación de un escenario dentro
de un desierto de arena. El modelo simula la creación de ondulaciones en la are-
na que se forman a causa del efecto del viento. Considerando el terreno como
una mapa de alturas sobre una malla regular, se permite el desprendimiento de
una porción de material de la celda (i, j) de la malla. El material se depositará
posteriormente en la celda (i + L, j), si la dirección del viento es positiva en el
eje x.
Onoue y Nishita (Onoue and Nishita, 2000) parten del modelo anterior, va-
riando el valor de L en función de las propiedades del terreno, de forma que el
material alcanza más distancia si el desplazamiento se produce hacia abajo por
una pendiente que si se produce en una pendiente ascendente.
En estos modelos (Nishimori and Ouchi, 1993; Ouchi and Nishimori, 1995;
Onoue and Nishita, 2000), tras el cálculo del desplazamiento de partículas a
causa del viento se aplica un proceso de difusión al mapa de alturas, para simular
el efecto de las pequeñas avalanchas que mantienen la pendiente en todo punto
por debajo del ángulo de reposo del sistema.
Benes y Roa (Benes and Roa, 2004) amplían el modelo anterior de manera
que es posible simular la acumulación de arena y la formación de sombras de
viento ante la existencia de obstáculos tales como edificios, carreteras, plantas,
etc. La arena se acumula en el lado desde el que procede el viento, mientras
que en el lado opuesto se observa una zona en la que las ondulaciones son más
suaves.
Hsu y wong (Hsu and Wong, 1995) proponen un método para simular la acu-
mulación de nieve en función de la inclinación y la incidencia del aire en diferentes
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zonas de un objeto, así como el procedimiento para obtener una correcta repre-
sentación visual, por medio de trazado de rayos. Nishita et al. (Nishita et al., 1997)
se centran en la representación de nieve, por medio de metabolas (metaballs),
prestando especial atención al efecto de la dispersión de la luz. Fearing (Fea-
ring, 2000) propone posteriormente un algoritmo más elaborado para simular la
acumulación de nieve, obteniendo resultados más realistas. Uno de los pasos de
su método consiste en la aplicación de métodos de erosión similares a los de
Musgrave.
Los modelos presentados en estos trabajos están destinados a la obtención
de un escenario realista mediante un pre-proceso del mismo, y no a represen-
tar la evolución del terreno. Aunque los resultados obtenidos son visualmente
correctos, su coste hace que el modelado del terreno no pueda realizarse en
tiempo real. Además, estos modelos no permiten ningún tipo de interactividad en
la simulación, más allá del efecto de las condiciones atmosféricas en el terreno
con lo que tampoco nos sirven para los objetivos de este trabajo.
2.3. Modelos interactivos
Una vez analizados los modelos enfocados a la representación visual del
terreno, se encuentran con numerosos trabajos en los que se contemplan fuerzas
de interacción entre el terreno representado y un objeto externo. Estas fuerzas
pueden ser solamente desde el objeto hacia el terrero o en ambos sentidos. A
continuación veremos los principales trabajos en estos dos tipos de modelos.
2.3.1. Deformación del terreno
Chanclou et al. (Chanclou et al., 1996) proponen un primer modelo para este
problema. Consideran el suelo como un lienzo elasto-plástico que reacciona al
contacto de un objeto externo. El modelo dinámico de deformación se basa en un
sistema de partículas, situado bajo la superficie, al cual se le añaden elementos
de fuerza que simulan el comportamiento plástico del terreno. El comportamiento
dinámico del suelo por medio de sus propiedades físicas es descartado de forma
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explícita, y las avalanchas y el flujo de material son reemplazados por un modelo
sencillo de difusión para suavizar el terreno tras la deformación inicial.
Posteriormente, Dewaele y Cani (Dewaele and Cani, 2003) proponen un mo-
delo volumétrico para la deformación plástica de arcilla. En su modelo, el espacio
se descompone en una malla tridimensional regular; en cada celda cúbica de la
malla se considera como variable el porcentaje de ocupación del mismo por la
arcilla. Sobre esta representación, se propone un modelo fenomenológico para
la dinámica, de forma que se cumplan tres reglas básicas; las deformaciones son
totalmente plásticas y amortiguadas, el material es incompresible (el volumen to-
tal debe conservarse bajo cualquier deformación), y el sistema se opone a su
fraccionamiento debido a cierto nivel de tensión superficial.
Los autores consiguen también la simulación de herramientas, definiéndolas
por medio de un mapa de ocupación del espacio, de forma que la arcilla y la
herramienta no pueden superponerse. El modelo no permite sin embargo obtener
fuerzas de reacción del material sobre la herramienta.
Uno de los trabajos más importantes en el campo de la animación de terreno
deformable es el realizado por Sumner et al. (Sumner et al., 1999) (publicado
anteriormente como (Sumner et al., 1998)). En este trabajo presentan un modelo
que considera la interacción entre un objeto arbitrario y el suelo para animación.
Su enfoque, basado también en un mapa de alturas, se desarrolla en tres pasos;
En primer lugar, se lleva a cabo la detección de colisiones entre cada objeto
del escenario y el suelo, por medio de la proyección de rayos (ray casting).
Si tiene lugar una colisión, se calcula un mapa del las celdas que están en
contacto con el objeto, con el fin de conocer la distancia de cada una de
ellas a la celda sin contacto más próxima. La Figura 2.1 muestra un ejemplo
de este mapa.
Empezando por las celdas con mayor valor de distancia en el mapa ante-
rior, se elimina el material que ha quedado en el interior del objeto. Una
fracción de este material (constante en todas las celdas) se reparte por
igual a las celdas vecinas que tienen un valor menor de distancia sobre el
mapa. La porción de material que no se distribuye se considera que ha sido












Figura 2.1: El algoritmo de Sumner et al. (Sumner et al., 1999) requiere el cálculo
de un mapa de distancias de cada celda hasta el borde la colisión.
comprimida.
Cuando el proceso anterior finaliza todo el material que se ha expulsado
de la zona de contacto se ha acumulado en el anillo de celdas que rodea
a esta zona. Esto da lugar a la aparición de picos y crestas poco realistas.
Para solucionar este efecto, se aplica un proceso de erosión (suavizado)
a dichas celdas, hasta que la diferencia de altura entre celdas vecinas se
reduce por debajo de un cierto valor, que simula el ángulo de reposo del
sistema. Este proceso de erosión está basado en el algoritmo de Musgrave
(Musgrave et al., 1989).
En su trabajo se considera además la adhesión de material a la superficie del
objeto que entra en contacto con el suelo. Cuando el contacto finaliza, y el objeto
empieza a moverse se generan partículas que surgen de la superficie del objeto
y caen de nuevo al suelo. Este modelo de deformación se ha convertido en una
referencia ampliamente citada, y ha inspirado la mayoría de trabajos posteriores
en este campo.
Onoue y Nishita (Onoue and Nishita, 2003; Onoue and Nishita, 2005), por
ejemplo, proponen un modelo que permite la acumulación del material sobre
objetos. Partiendo del modelo de Sumner para la animación del suelo (Sumner
et al., 1999), el procedimiento seguido para acumular material sobre un objeto
consiste en dividirlo en columnas verticales como una proyección de la malla
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que representa el terreno. Sobre cada una de estas columnas la arena puede
acumularse y su altura puede ser comparada con la de las columnas vecinas de
la misma forma en que se hace sobre el modelo de terreno situado en el suelo.
Para la creación y actualización de la descomposición de los objetos en co-
lumnas siguen el siguiente procedimiento (véase la Figura 2.2):
1. En primer lugar, se detectan colisiones entre la caja envolvente del objeto
y la del terreno.
2. Si las cajas envolventes están en contacto, o si el objeto tiene ya terreno
acumulado encima se actualiza su descomposición en columnas. Para ello,
se utiliza una versión implementada por software del algoritmo zbuffer.
3. La propia descomposición en columnas se utiliza para detectar los contac-
tos, comparando la altura de la parte inferior de las columnas del objeto con
la altura del terreno.
Envolvente
Figura 2.2: Detección de colisiones en el trabajo de Onoue y Nishita (Onoue and
Nishita, 2005).
El procedimiento propuesto requiere la actualización de todo el mapa de co-
lumnas del objeto que se encuentra en contacto con el terreno a cada frame. Los
resultados obtenidos de 7-14 fotogramas por segundo se obtienen realizando
una única actualización por frame.
Aparte del modelo de acumulación de material sobre objetos, en su artículo
introducen algunas modificaciones menores al algoritmo de Sumner (Sumner
et al., 1999), como la repetición del proceso de desplazamiento de material antes
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de proceder al de erosión, con el fin de evitar algunas inconsistencias detectadas
en el modelo anterior. Además, introducen el efecto del deslizamiento lateral del
objeto sobre la arena gracias a la ordenación de las celdas en el proceso de
desplazamiento de material, utilizando la dirección del movimiento del objeto.
2.3.2. Modelos con fuerzas de reacción
Todos los modelos revisados hasta el momento proporcionan un cierto gra-
do de interactividad y, sobre todo, permiten la animación realista de terrenos
blandos, debido principalmente a que incluyen la simulación del efecto de la co-
lisión de objetos con el terreno. Sin embargo, las posibilidades de los trabajos
mencionados hasta el momento en cuanto a su utilización en aplicaciones con
interacción por parte del usuario son limitadas, ya que éste no puede percibir el
efecto de las fuerzas de interacción sobre el resto de objetos de la escena.
Una de las contribuciones más relevantes que tienen que ver con estas fuer-
zas de reacción se debe a Li y Moshell (Li and Moshell, 1993). Basándose en la
teoría de Mohr-Coulomb 1 (Shen and Kushwaha, 1998), presentan un algoritmo
para la simulación de una pila de arena o material representada por un mapa de
alturas.
Su modelo calcula el equilibrio de fuerzas en cada celda de la malla y la
cantidad de material que se desplaza cuando tiene lugar una fractura. A partir
de este valor de material desplazado para cada celda, se plantea un sistema
de ecuaciones lineales que permite calcular la actualización de la altura de los
puntos de la malla. Utilizando también la teoría de Mohr-Coulomb obtienen las
fuerzas que aparecen sobre una pala que desplaza horizontalmente el material,
permitiendo la simulación interactiva de una excavadora o niveladora.
Sin embargo, aunque el sistema de ecuaciones es triangular en el caso unidi-
mensional, en el caso bidimensional se pierde la estructura de la matriz, hacien-
do que no sea tan eficiente. Además, éste cálculo se complica cuando se desea
1La teoría de Mohr-Coulomb describe un sistema granular por medio de un sistema de fuerzas en
las que la fricción interna del material juega un papel importante. En el Apartado 3.3 de esta memoria
se revisará esta teoría.
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considerar la acción de fuerzas externas sobre la superficie, descartadas en este
modelo.
Benes et al. (Benes et al., 2006a; Dorjgotov et al., 2007) proponen un enfoque
diferente para simular la manipulación de arena en un entorno háptico. Con el ob-
jetivo de conseguir simulación interactiva en tiempo real, simplifican el escenario
considerando únicamente la manipulación del material por medio de una esfera.
Esta simplificación da lugar a un cálculo de colisiones muy optimizado, basada
en una pocas comprobaciones aritméticas. El procedimiento del desplazamiento
del material es también muy eficiente, basado en la convolución del terreno con
una función ad hoc. De nuevo, el proceso va seguido del modelo de erosión de
Musgrave et al. (Musgrave et al., 1989).
Este modelo tiene como principal novedad la aparición de fuerzas de reacción
que pueden pasarse como entrada a un dispositivo háptico. Las fuerzas de reac-
ción se calculan a partir de la fricción entre la esfera y el material. La resistencia
a la penetración crece exponencialmente con la profundidad, y la fuerza de fric-
ción es proporcional al producto de la fuerza normal y la velocidad horizontal del
contacto.
El procedimiento proporciona una simulación en tiempo real, incluyendo la
alimentación del dispositivo háptico utilizado, que requiere una frecuencia de
1000Hz en el modelo dinámico. Sin embargo, este modelo tiene como princi-
pal limitación su falta de flexibilidad en cuanto a las características del escenario,
y la falta de exactitud en el modelo de interacción, que únicamente puede consi-
derarse como aproximado.
Zeng et al. (Zeng et al., 2007) proponen un sistema de simulación más ge-
neral para la simulación interactiva de arena y otros tipos de terreno, tomando
de nuevo como punto de partida el trabajo de Sumner y otros (Sumner et al.,
1999). El cálculo de colisiones de un objeto con el montón lo hacen por medio
de una textura sobre la superficie de la malla; se renderiza una proyección orto-
gonal la malla vista desde abajo, de forma que la visibilidad de polígonos que no
pertenezcan a la malla indica la existencia de colisión. Las caras del objeto se
colorean cada una con un color diferente de forma que pueden identificar cada
cara del objeto en colisión por su color.
26 2.3 Modelos interactivos
Pero la principal contribución de este trabajo es el desarrollo de un modelo
de fuerzas de reacción; utilizando la teoría de Mohr-Coulomb, y el trabajo de Li
y Moshell realizan una estimación del momento lineal de cada celda y obtienen
una fuerza de reacción que puede aplicarse sobre cada objeto en contacto. No
obstante, no se ofrece ninguna validación del modelo, y el cálculo del momento
involucra el material desplazado por medio del modelo de Sumner (Sumner et al.,
1999) y no se hace a partir de un modelo físico, por lo que únicamente se puede
considerar como aproximado.
Modelos basados en dinámica molecular
Los modelos basados en dinámica molecular consideran la dinámica de las
diferentes partículas que componen el sistema de forma individual, por medio de
las leyes de la mecánica. Gracias a esta formulación, contemplan de forma natu-
ral las fuerzas de reacción del sistema sobre cualquier objeto, por lo que, ideal-
mente, ésta es la metodología más adecuada para la simulación de situaciones
que involucran el contacto con otros objetos. Esta metodología se ha estableci-
do como una herramienta potente en el análisis de sistemas granulares, como
veremos en el Apartado 3.2.
Zhu y Bridson (Zhu and Bridson, 2005) obtiene unos resultados muy espec-
taculares por medio de la modificación de modelos de fluidos y partículas, junto
con una novedosa reconstrucción de la superficie a partir del sistema de partí-
culas. Su modelo permite animar y representar gráficamente diferentes tipos de
material con un gran realismo, pero al precio de un elevado coste computacional
(tiempos en el orden de 5-20 segundos por fotograma).
Otro ejemplo es el trabajo de Bell et al. (Bell et al., 2005), en el que se realizan
diferentes experimentos con un sistema granular; en dicho trabajo, el tiempo de
cálculo de cada fotograma se mide en minutos, y en el caso de los dos ejemplos
más complejos, en los que se produce una avalancha y posteriormente una pala
excavadora arrastra los restos de la misma, se superan los 25 y los 15 minutos
por fotograma respectivamente. Como indican estos tiempos, tanto este trabajo
como el anterio de Zhu y Bridson no están destinados a la simulación interactiva,
sino a la animación.
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Recientemente, esta metodología ha empezado a aplicarse en la simulación
interactiva en tiempo real. En el trabajo de Ares (Ares, 2005) se proponen es-
trategias basadas en la computación paralela para la utilización de métodos de
dinámica molecular, destinadas a la simulación para formación. Al igual que en el
caso del trabajo de Li y Moshell (Li and Moshell, 1993), la tesis de Ares aborda el
problema de la simulación interactiva de terreno desde una perspectiva basada
en física, obteniendo resultados muy próximos al tiempo real. Sin embargo, en
este caso el elevado coste de la simulación basada en sistemas de partículas
hace que, a pesar de las mejoras alcanzadas, los modelos obtenidos tengan li-
mitaciones en cuanto a las dimensiones del sistema que puede simularse, tanto
en su extensión como en el número de partículas consideradas.
2.4. Análisis del estado de la técnica
Vemos, en definitiva, que el problema de la simulación interactiva ha sido
abordado por numerosos autores, con diferentes niveles de éxito en la obtención
de soluciones parciales. Sin embargo encontramos que la mayoría de modelos
que permiten la simulación en tiempo real de alguno de los aspectos considera-
dos utilizan una metodología de modelado poco rigurosa desde el punto de vista
físico, lo que impide obtener simulaciones con garantías de realismo. A continua-
ción analizamos en mayor detalle las principales limitaciones encontradas, y sus
posibles causas, para proponer un cambio en la metodología.
A la vista de los resultados mostrados en este capítulo, el problema de la
simulación interactiva del terreno no está en absoluto resuelto. En primer lugar,
de entre los modelos existentes para la evolución del terreno, aquéllos que per-
miten una simulación en tiempo real son, en los mejores casos, simplificaciones
bastante burdas de modelos procedentes de la física aplicada. Por otra parte, el
problema de la interactividad ha sido resuelto parcialmente por diferentes auto-
res, pero sin la existencia de un esquema o modelo general que proporcione la
flexibilidad necesaria en un simulador complejo como puede ser el de una exca-
vadora. Entre los trabajos analizados se han detectado las siguientes carencias
que los hacen inadecuados para la consecución de los objetivos de este trabajo
de investigación.
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Falta de realismo físico en la evolución del sistema
Al margen de su capacidad de interacción, la mayoría de los modelos dinámi-
cos analizados carecen, en general, del realismo necesario; buena parte de ellos
(Sumner et al., 1999; Onoue and Nishita, 2005; Zeng et al., 2007) se basan en
modelos de erosión propuestos para la síntesis de terrenos, y no para la simula-
ción de la evolución de terrenos blandos en escalas cortas de tiempo (Musgrave
et al., 1989).
Estos modelos proporcionan comportamientos locales visualmente acepta-
bles, pero son insuficientes en cuanto a la dinámica del sistema. A modo de
ejemplo, en el trabajo de Onoue y Nishita (Onoue and Nishita, 2005) puede ob-
servarse, en la figura 18, un pequeño montón de arena formado por acumulación
de material; en el montón que allí se forma puede observarse un tendencia a
formar una pirámide octogonal, en lugar de un cono, como cabría esperar. Este
fenómeno ya ha sido observado en (Pla-Castells, 2003), donde se comprueba
que el fenómeno está asociado a la utilización de ocho vecinos, ya que se rompe
la isotropía del modelo.
La única excepción a esta situación la presenta el artículo de Li y Moshell
(Li and Moshell, 1993), que presenta un modelo basado en la teoría de Mohr-
Coulomb. Este trabajo propone un modelo realista, que contempla la interacción
entre el terreno y una pala vertical que desplaza el sistema granular lateralmente.
Sin embargo, este trabajo tiene como principales limitaciones la falta de genera-
lidad, ya que no contempla la reacción del suelo a ningún otro tipo de acciones, y
el modelo computacional utilizado, que dificulta su modificación para incluir estas
interacciones.
Este último trabajo tiene además el inconveniente de plantear un modelo glo-
bal, en el que la actualización de cada celda depende en cada paso de la del
resto de celdas del sistema, dando lugar a un sistema de ecuaciones lineal. Esto
supone un mayor coste, además de ciertos inconvenientes a la hora de incorpo-
rarlo en un sistema de simulación interactivo.
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Falta de realismo físico en las interacciones
La falta de realismo en la evolución del sistema supone por si misma una
traba considerable para conseguir un comportamiento realista durante las inte-
racciones. No obstante, se han detectado también ciertos problemas específicos.
En general, los modelos de desplazamiento horizontal del terreno utilizados
no tienen ningún realismo y el desplazamiento y compresión del material bajo el
objeto en contacto se basa de nuevo en modelos heurísticos sin ninguna base
física. Como veremos, el proceso que tiene lugar en el terreno cuando el material
es desplazado es bien conocido. Sin embargo los modelos usados en animación
se basan en procesos heurísticos (Onoue and Nishita, 2005; Zeng et al., 2007) y
no consideran la reacción del material.
De hecho, los modelos actuales no consideran fuerzas de reacción del siste-
ma granular hacia el objeto en contacto, o lo hacen de forma poco realista. En el
modelo propuesto por Zeng et al. (Zeng et al., 2007), a pesar de estar basado en
un análisis que parte de la teoría de Mohr-Coulomb, las simplificaciones realiza-
das hacen que su corrección sea dudosa; en primer lugar, el modelo mantiene
información sobre la cantidad de momento que ha adquirido cada celda en ba-
se a su velocidad, pero los cálculos se realizan a partir del modelo de Sumner
(Sumner et al., 1999), cuyas carencias ya han sido analizadas en este apartado;
en segundo lugar, la conservación de momento que se supone en el modelo no
tiene en cuenta el alto nivel de fricción que aparece en este tipo de sistemas y
en la interacción con un sólido.
Otro problema que también está siendo motivo de investigación en los últimos
años es la acumulación del material granular sobre los objetos. Este proceso es
descartado en la mayoría de los casos, y únicamente el trabajo de Onoue y
Nishita (Onoue and Nishita, 2005) lo ha resuelto parcialmente en el campo de
la animación. Sin embargo, el procedimiento propuesto requiere la actualización
de todo el mapa de columnas del objeto que se encuentra en contacto con el
escenario tras cada actualización del sistema. Los resultados obtenidos de 7-
14 fotogramas por segundo se obtienen realizando una única actualización por
frame. Esto indica que su utilización en un sistema basado en física que requiera
un centenar de actualizaciones por segundo es completamente inviable.
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Falta de validación y análisis
De la misma manera (y de nuevo con la excepción de (Li and Moshell, 1993)),
los trabajos analizados realizan una escasa o nula validación o análisis de las
propiedades de los modelos que proponen, más allá de los aspectos puramente
visuales. De nuevo, esto se justifica únicamente teniendo en cuenta los objeti-
vos particulares de dichos trabajos, pero resulta inadecuado en el ámbito de la
simulación para entrenamiento.
Separación de dinámica e interacción
Otra de las características observadas en los trabajos más recientes (Sumner
et al., 1999; Onoue and Nishita, 2005; Benes et al., 2006a; Zeng et al., 2007), y
en especial en aquéllos basados en el artículo de Sumner et al. (Sumner et al.,
1999), es la separación del modelo dinámico en dos fases independientes; la
fase de desplazamiento, en la que se desplaza el material debido al contacto del
terreno con un sólido, y la fase de erosión, en la que se suaviza el nuevo perfil
obtenido, para mantener un sistema coherente con el ángulo de reposo.
Esta separación impide de hecho la obtención de un modelo realista, ya que
finalmente ambos procesos son el resultado del mismo conjunto de propiedades
de los sistemas granulares. Existe por tanto una carencia clara en cuanto a la
existencia de un modelo dinámico de terreno que incorpore de forma natural la
interacción con otros objetos por medio de contacto.
Por otra parte, ciertas tareas consecuencia de esta separación, y en especial
del carácter heurístico de la primera fase, resultan en un coste computacional
adicional, como el cálculo del mapa de distancias para realizar el reparto del ma-
terial sobrante de las celdas en contacto. Esta tarea se evitaría si se empleara
un modelo dinámico completo que tuviera en cuenta ambas fases de forma inte-
grada, ya que éstas ocurrirían de forma natural como consecuencia del mismo.
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Animación de las avalanchas
Por último, para conseguir una correcta representación gráfica del sistema
granular que proporcione realismo al entorno virtual del simulador, es necesario
animar correctamente los procesos de avalancha, que se aprecian como un flujo
sobre la superficie del sistema. Sin embargo, entre los modelos existentes para
tiempo real no existen técnicas adecuadas para animar las zonas en las que
se está produciendo una avalancha. Algunos autores (Onoue and Nishita, 2005)
proponen técnicas de desplazamiento de la coordenada de textura (Max and
Becker, 1995), pero sin conseguir resultados visualmente satisfactorios.
Análisis de las causas de las carencias encontradas
Uno de los principales factores que provocan la ausencia de un modelo ade-
cuado es que en la mayoría de los modelos eficientes, que proceden del ámbito
de la animación y la realidad virtual, el realismo en la evolución y la realimenta-
ción de fuerzas desde el modelo de terreno hacia el resto de objetos del entorno
que se simula se consideran como problemas secundarios.
Así, Chanclou et al. (Chanclou et al., 1996) afirman que «en el caso del te-
rreno, la formación de montones, la aparición de avalanchas y el colapso in-
terno no son el principal fenómeno a tener en cuenta»; Sumner et al. (Sumner
et al., 1999) dejan patente en su trabajo que su objetivo es permitir la animación
del terreno para evitar un efecto visual incoherente o incompleto en películas o
video-juegos; O’Brien et al. (O’Brien et al., 2000) denomina movimiento secun-
dario al movimiento de ciertos sistemas del entorno virtual, tales como el agua o
el terreno y, aunque proponen algunos esquemas para la simulación interactiva
con algunos de ellos, insisten en que el movimiento de estos sistemas no es el
objetivo principal en la mayoría de simulaciones.
El punto de partida de estos trabajos el hecho de que en animación, la ausen-
cia de una acción, o su incoherencia con el resto de la escena puede distraer al
observador de la acción o el mensaje de la animación (Sumner et al., 1999). La
principal hipótesis será, por tanto, que es suficiente obtener modelos que permi-
tan mantener dicha coherencia entre las condiciones de la escena y las acciones
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de los sujetos principales y la reacción del entorno (movimiento de árboles o
banderas, oleaje o, en el caso que nos ocupa, creación de marcas en la arena
al paso de una persona o un vehículo), siendo la corrección física de los mismos
una cuestión secundaria.
Obviamente, esta hipótesis es legítima dentro de los objetivos particulares del
campo de la animación, permitiendo en la mayoría de los casos simplificaciones
que habilitan simulaciones más rápidas con resultados satisfactorios. Sin embar-
go, dentro de los objetivos de la simulación para entrenamiento, esa hipótesis de
partida no es una hipótesis válida; la simulación del terreno, dentro de un sistema
destinado a la manipulación del mismo ha de ser, por una parte, lo más realista
posible desde el punto de vista físico y, además, debe proporcionar un modelo
de fuerzas que permita calcular el comportamiento de la maquinaria utilizada.
2.5. Conclusiones
El análisis de las diferentes técnicas que se emplean para la simulación inter-
activa de los sistemas granulares nos ha permitido concretar con mayor detalle
las carencias existentes y analizar sus causas. A continuación se realiza un bre-
ve resumen de las conclusiones alcanzadas y se adelanta la solución que se
desarrolla a lo largo del presente trabajo de investigación.
2.5.1. Limitaciones de los modelos actuales
Los modelos que actualmente permiten la simulación interactiva en tiempo
real se basan en el modelo de interacción y deformación propuesto por Sumner
et al. (Sumner et al., 1999) o en modelos heurísticos aún más simples (Benes
et al., 2006a).
Estos modelos corresponden a simplificaciones excesivamente groseras de
modelos físicos o, directamente, a modelos heurísticos que se basan únicamente
en una descripción informal del comportamiento que se espera de un sistema
granular. Es por este motivo que carecen totalmente del realismo que se requiere
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en los modelos destinados a la simulación para entrenamiento.
Por otra parte, entre los modelos empleados para aplicaciones relacionadas
con los gráficos por ordenador, aquéllos que alcanzan mayores cotas de rea-
lismo se basan habitualmente en la metodología de la dinámica molecular. Sin
embargo estos modelos no permiten la simulación en tiempo real a menos que
se utilice un número bastante limitado de partículas.
Por estos motivos, proponemos un cambio en la metodología de modelado de
sistemas granulares que permita obtener modelos adecuados para su utilización
en simulación para entrenamiento, cubriendo así la deficiencia detectada en este
ámbito.
Una vez analizadas las técnicas existentes se ha podido detectar que, incluso
en el ámbito de la animación y de las aplicaciones en las que las exigencias
de realismo no son excesivamente altas, existen también diversos problemas
abiertos, entre los que destacan la falta de realismo en la evolución del sistema
y en las interacciones, la acumulación de material sobre objetos del escenario y
la falta de técnicas visuales para la animación de las avalanchas.
Uno de los objetivos del trabajo que se presenta aquí es realizar aportaciones
a la resolución o a la mejora de las soluciones existentes para estos problemas
que se han detectado, especialmente en los problemas relacionados con la falta
de realismo en los modelos, y que serán de utilidad también en otros ámbitos
fuera del de la simulación para entrenamiento.
2.5.2. Propuesta de mejora
La propuesta que aquí se realiza, y que se desarrollará en los siguiente ca-
pítulos, se apoya en dos elementos principales: en primer lugar, la elección de
los modelos físicos más adecuados para utilizarlos en los modelos; en segundo
lugar, la elección de un modelo computacional que permita proponer una im-
plementación de estos modelos adecuada al problema, desde el punto de vista
del coste computacional y de la integración con el resto de modelos del mundo
virtual.
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El Capítulo 3 tiene como objetivo presentar estos elementos. Su finalidad
no es tanto el desarrollo de un estado del arte sobre el modelado de sistemas
granulares como esbozar las principales metodologías existentes, para disponer
de los elementos de juicio necesarios para elegir el modelo más adecuado. En él
se presenta además el modelo computacional de los Autómatas Celulares, que
se utilizará para la discretización de los modelos físicos elegidos, junto con un
análisis que justifica dicha elección.
Whether you can observe a thing or not depends on the theory which you use.
It is the theory which decides what can be observed.
A. Einstein.
CAPÍTULO 3
Dinámica de un montón de arena
Tras la revisión del estado de las técnicas que se emplean para la simulación
interactiva de sistemas granulares en tiempo real se ha constatado una carencia
de modelos adecuados para los simuladores destinados a formación. Se ha mos-
trado además que el origen de esta deficiencia está en la ausencia de modelos
basados en física entre las diferentes técnicas empleadas.
De acuerdo con los objetivos propuestos en este trabajo, se desarrollarán
nuevos modelos para la simulación de los sistemas granulares. Para ello, se par-
tirá de modelos físicos y se adaptarán para su utilización en un simulador.
En este capítulo se presentan los dos elementos fundamentales sobre los que
se apoya esta metodología: un conjunto de modelos físicos, para poder describir
correctamente la dinámica de un sistema granular, y un modelo computacional
para la discretización e implementación de los modelos físicos elegidos.
Este capítulo no presenta un estado del arte del modelado de los sistemas
granulares. Únicamente se limita a describir las metodologías que pueden resul-
tar útiles dentro de los objetivos de esta investigación, seguida de una discusión
sobre qué modelos se consideran más adecuados.
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3.1. Introducción
La física de los sistemas granulares es una disciplina que ha recogido un con-
siderable interés por parte de los investigadores a la largo de la historia. No en
vano, destacados científicos se han interesado por el comportamiento de los sis-
temas granulares, y los fundamentos que rigen el comportamiento de un montón
de arena seca se remontan al siglo XVIII.
Charles de Coulomb (1736-1806) fija su atención en sistemas compuestos
por apilamiento de objetos, entre ellos los sistemas granulares, y sienta las bases
de su dinámica. Algunos de sus postulados, como la ley de fricción seca, se
aplican aún en numerosos campos.
William Rankine (1820-1872) establece un conjunto de principios básicos, en
especial el hecho de que el material se expande en el interfaz de fractura cuando
se produce una avalancha, que aún hoy tienen vigencia.
A finales del siglo XIX y principios de XX, varios autores, entre ellos Lord Ray-
leigh (Premio Nobel de física en 1904), se plantean el problema de la distribución
de fuerzas de un sistema granular almacenado en un silo. Este problema aún
permanece abierto hoy en día, y es un terreno activo de investigación debido a
sus implicaciones en la industria y la agricultura.
Ya en el siglo XX es preciso mencionar a Ralph A. Bagnold (Bagnold, 1941),
autor de numerosos estudios sobre el comportamiento de la arena ante la acción
del viento en el desierto, y de la formación de dunas. Numerosos principios des-
critos por Bagnold son utilizados actualmente en los modelos más establecidos.
El premio Nobel Pierre Gilles de Gennes realizó tambíen contribuciones en el
campo de la interacción entre partículas (de Gennes, 1996) y en las propieda-
des de los modelos hidrodinámicos de evolución de la superficie de un sistema
granular (de Gennes, 1997; Duran, 1999; de Gennes, 1999).
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3.1.1. Descripción de la dinámica de un montón de arena
Como sistema granular, la evolución de un montón de arena viene determi-
nado por el resultado de las fuerzas de interacción entre las partículas que lo
componen y las fuerzas externas que actúan sobre el.
De esta manera, la evolución del sistema viene dada por la tensión, proce-
dente del peso del material, que lo impele a moverse; la cohesión, que mantiene
las partículas unidas entre si en muchos materiales; y la fricción interna, que se
opone al deslizamiento de unas partículas respecto a otras.
Si estas tres fuerzas se compensan entre si, el sistema permanece estáti-
co, comportándose como un sólido. Sin embargo, si el equilibrio entre ellas se
rompe de forma que la tensión supera el rozamiento debido a la cohesión y la
fricción interna, una parte del material empieza a deslizar, produciéndose lo que
se conoce como una fractura. El material desprendido desliza por la superficie
del montón, redistribuyéndose hasta que se restablece el equilibrio de fuerzas.
Esta descripción del sistema, establecida por Rankine sobre la base de la
teoría de Coulomb, es el núcleo de la geomecánica actual y de buena parte de las
técnicas de análisis de terrenos y de interacción terreno-herramienta utilizadas
hoy en día (Shen and Kushwaha, 1998).
Los procesos internos anteriormente descritos dan lugar a un comportamien-
to macroscópico en la superficie de un sistema granular que puede describirse
independientemente de cuáles son las causas internas que los originan. Es una
propiedad bien conocida que los granos de arena pueden apilarse formando un
montón. Pero esto sólo es posible hasta que la pendiente del mismo supera un
determinado ángulo, conocido como ángulo de reposo del sistema. Superada es-
ta pendiente se produce una avalancha, y una parte de los granos se deslizan
pendiente abajo hasta que la pendiente se reduce de nuevo. Este planteamiento
ha dado lugar a diferentes modelos, ya sea empleando descripciones discretas
del sistema (Bak et al., 1988) o continuas (Bouchaud et al., 1995).
Más recientemente, con la introducción de los ordenadores y de la simulación
como herramienta para el análisis de sistemas físicos, y especialmente gracias al
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aumento de la potencia de cálculo de los ordenadores, se ha afianzado un nuevo
paradigma de modelado de los sistemas granulares, que consiste en considerar
la dinámica de cada partícula de forma individual y realizar simulaciones numéri-
cas para observar el comportamiento del sistema. Como tal y como se analiza en
el Apartado 3.2 este tipo de modelado no resultan apropiados para la simulación
de terreno en tiempo real y por tanto, se analizarán otras metodologías para la
consecución de los objetivos de este trabajo.
Dentro del marco de este trabajo de investigación, resultan especialmente
interesantes dos aspectos: la evolución de la superficie de un montón de mate-
rial granular y las fuerzas de interacción que aparecen entre el material y una
herramienta empleada para manipularlo. De esta manera, los modelos obteni-
dos representarán fielmente tanto el movimiento del sistema granular como las
fuerzas de reacción obtenidas sobre la herramienta necesarios para una simu-
lación realista en un simulador de entreanmiento. En este capítulo se analizan
los principales modelos de formación y evolución de un montón de arena y sus
propiedades más relevantes, así como su adecuación a la simulación en tiempo
real adecuada para entornos interactivos.
En primer lugar se aborda la metodología basada en dinámica de partículas,
por tratarse de modelos introducidos específicamente para la simulación por or-
denador. A continuación se desarrolla la teoría de Mohr-Coulomb y su aplicación
al análisis de la interacción entre una herramienta y el terreno. Por último, se
revisan los principales modelos fenomenológicos que describen la evolución de
la superficie del sistema, empezando por los modelos continuos y siguiendo con
los modelos basados en Autómatas Celulares.
3.2. Dinámica molecular
Un sistema granular está compuesto por un gran número de partículas que
se encuentran en contacto unas con otras. La interacción entre dichas partículas
condiciona el comportamiento global del sistema. Los modelos de dinámica mo-
lecular representan un sistema granular en base a estos principios, planteando
las ecuaciones de movimiento de cada partícula individual a partir de las fuerzas
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de interacción con el resto de partículas del sistema. Estos modelos se apoyan,
por tanto, en dos elementos básicos; la descripción de las fuerzas de interacción
y la forma de las partículas o granos del sistema.
El elevado coste computacional de este modelo restringía, en sus orígenes,
su aplicación a gases moleculares y a líquidos simples. Sin embargo, a medida
que la potencia de cálculo de los ordenadores ha ido aumentando, su utilización
se ha extendido a sistemas granulares densos y para un número de partículas
creciente, convirtiéndose en una potente herramienta para su análisis.
Dentro de esta metodología, se distingue habitualmente entre los modelos
basados en partículas rígidas, con impactos instantáneos, y los modelos que
consideran partículas elásticas. A un flujo granular en el que los contactos se
pueden aproximar adecuadamente por medio de contactos instantáneos se lo
denomina habitualmente flujo colisional1. El flujo granular en el que los contactos
pueden considerarse como no instantáneos es comúnmente conocido como flujo
friccional2.
A continuación se revisa estas metodologías, presentando los modelos más
frecuentes, y se realiza un análisis de su utilidad dentro del problema que se
pretende resolver en este trabajo de investigación.
3.2.1. Modelos de esferas rígidas
Como ya hemos adelantado, en el modelo de esferas rígidas, también cono-
cido como el modelo de colisiones inelásticas, las partículas son esferas inde-
formables y las colisiones son, por tanto, instantáneas. Su dinámica se puede
definir con unos pocos parámetros y se utiliza frecuentemente para la simulación
eficiente de flujos granulares de alta energía (Jenkins and Savage, 1983; Savage,
1984; Allen and Tildesley, 1990; Campbell, 1990; Wang and Mason, 1992; Ho-
gue and Newland, 1994; Hoomans et al., 1996; Duran, 1999; Goldhirsch, 2000;
Mitarai et al., 2002). El modelo es simple y hay algoritmos muy eficientes para si-
mularlo (Isobe, 1999) pero su rango de validez se limita al flujo colisional (Louge,
1En inglés, collisional flow
2En inglés frictional flow
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1994).
Cada partícula se representa por medio de tres parámetros que determinan
la dinámica del contacto: los coeficientes de restitución normal y tangencial y
la fricción tangencial. Cuando se produce un impacto entre dos partículas, se
calcula, de acuerdo con estos parámetros, la pérdida de momento lineal y angular
y se obtiene el cambio en la trayectoria de ambas partículas (Landau et al., 1973).
La obtención de los parámetros del modelo se hace de forma experimental, con
lo que se pueden simular diferentes tipos de material o flujo granular (Foerster
et al., 1994).
Consideremos una colisión entre dos esferas i y j de diámetros σi y σj y con
masas mi y mj , que en el momento del contacto se encuentran respectivamente
en los puntos ri y rj . Antes de la colisión, los discos tienen velocidades vi y vj
y velocidades angulares ωi y ωj . Sea rij = ri − rj la posición relativa de las dos
esferas. Entonces la velocidad relativa del punto de contacto vij viene dada por









donde n = rij|rij | es el vector normal. Sea e el coeficiente de restitución normal,
0 ≤ e ≤ 1, que indica la cantidad de energía que se conserva tras el impacto.
Tras la colisión, la velocidad relativa entre ambas partículas viene dada por
(n · v′ij) = −e(n · vij).
Si se supone que no se produce ningún deslizamiento en la superficie del
contacto, entonces la velocidad tras el impacto ha de cumplir
(n× v′ij) = −β(n× vij),
donde −1 ≤ β ≤ 1 es el coeficiente de restitución tangencial. El impulso tan-
gencial debe cumplir además la ley de fricción de Coulomb, de forma que estará
acotado por el producto del impulso normal y el coeficiente de fricción tangencial
(Louge, 1994; Luding, 1995).
En la Figura 3.1 se muestra un impacto entre dos partículas en el que parte
del momento lineal de las mismas se pierde, reduciendo la velocidad de ambas.










Figura 3.1: Modelo de colisión del modelo de esferas rígidas.
Gracias al carácter instantáneo de los contactos, las simulaciones basadas
en esta metodología pueden realizarse por medio de eventos, de forma que la
simulación avanza hasta que se produce un impacto entre dos partículas. Una
gestión eficiente de las colisiones permite conseguir simulaciones con un coste
computacional muy bajo (Pöschel and Schwager, 2004). Sin embargo, un aumen-
to de la frecuencia de los contactos hace que el coste aumente enormemente y
a menudo se detectan situaciones singulares, como el inelastic collapse (Kada-
noff, 1999; Bernu and Mazighi, 1990; McNamara and Young, 1992; McNamara
and Young, 1994) en el que un número infinito de colisiones tiene lugar entre un
pequeño número de partículas en un tiempo finito.
Por otra parte, como ya hemos indicado, el rango de aplicación de esta me-
todología se limita a flujos de alta energía, en los que las colisiones son poco
frecuentes, por lo que no es adecuado para la simulación de sistemas en reposo
como el terreno.
Además, la metodología basada en eventos dificulta la introducción de otras
posibles fuerzas como la fuerza electrostática, la cohesión o el rozamiento aero-
dinámico.
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3.2.2. Modelo de esferas flexibles
Las limitaciones del modelo de esferas rígidas para simular sistemas granula-
res densos y con escasa energía cinética justifican la aparición de otras metodo-
logías que permiten resolver el problema de una forma más adecuada (Cundall
and Strack, 1979). La utilización de esferas elásticas, en lugar de rígidas, per-
mite la consideración de contactos no instantáneos, que se mantienen durante
un intervalo de tiempo no nulo. Esta metodología se considera a menudo como
una relajación o aproximación al modelo de esferas rígidas (Mitarai and Naka-
nishi, 2003), permitiendo la simulación de apilamientos de partículas, incluso es-
táticas, en donde se consideran varios contactos simultáneos para una misma
partícula(Mills et al., 1999; Andreotti and Douady, 2001; Pöschel and Schwager,
2004).
Por simplicidad en nuestro análisis, consideraremos partículas esféricas con
densidad homogénea (Pöschel and Schwager, 2004), aunque numerosos auto-
res han abordado el problema con partículas de diferentes formas y propieda-
des (Buchholtz et al., 1995; Hirshfeld et al., 1997; Potapov and Campbell, 1998;
Schinner, 1999; Wait, 2001).
En esta metodología, un sistema granular viene determinado por un conjunto
de posiciones ri correspondientes a los centros de las esferas que lo componen
y sus velocidades vi. Como parámetros consideramos el conjunto de las masas
mi y de los radios Ri de las partículas. En el caso de esferas, la detección del
contacto entre dos partículas se realiza por medio del cálculo de la compresión
mutua
ξij = Ri +Rj − |ri − rj | (3.1)
que, cuando es positivo, indica la existencia de un contacto. La dinámica del
sistema viene determinada por las fuerzas que aparecen como consecuencia de
estos contactos.
Consideremos un par de partículas en contacto (ξij > 0). La fuerza que actúa
entre ellas en un determinado instante Fij se descompone en una componente
normal Fnij y una componente tangencial F
t
ij ,
Fij = Fnij + F
t
ij (3.2)
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Figura 3.2: Colisión entre dos partículas en el modelo de esferas deformables.
La componente normal es la proyección de Fij sobre el vector que une los
centros de las dos partículas:
Fnij = Fij · rij ; rij =
ri − rj
|ri − rj | . (3.3)
mientras que la componente tangencial Ftij tiene como única característica el ser
perpendicular a la dirección normal. Estas fuerzas dependerán de la compresión
mutua y de su velocidad relativa vi−vj . En la Figura 3.2 se muestra un esquema
del impacto según el modelo de esferas deformables.
Modelos de fuerza normal
Probablemente, el modelo más simple de fuerza normal que puede consi-
derarse es el que representa las fuerzas de contacto por medio de un muelle
amortiguado. Según esta aproximación, para una colisión entre dos partículas
con un valor de compresión mútua ξ, la fuerza normal viene dada por
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donde Y es la constante de elasticidad y γ la constante de amortiguación. Este
modelo tiene el inconveniente, entre otros, que cuando las esferas están sepa-
rándose ( δdξδdt < 0) puede aparecer una fuerza de atracción entre ambas debido a
la amortiguación.
Un modelo más elaborado considera esferas visco-elásticas, que tiene en
cuenta la teoría de deformaciones de los materiales. El primer modelo de esferas
elásticas (sin amortiguación) se debe a Heinrich Hertz (Hertz, 1881) y afirma que







donde Y es el módulo de Young del material, ν es el coeficiente de Poisson y Re










Este modelo fue generalizado posteriormente por Brilliantov y otros (Brillian-














para modelar esferas visco-elásticas. La constante A es el coeficiente de amorti-
guación.
Walton y Braun (Walton, 1982; Walton and Braun, 1986) proponen un modelo
que modela la fuerza como un resorte, pero que considera un comportamiento





Yy(ξ − ξ0) if δdξδdt < 0
(3.8)
Modelos de fuerza tangencial
La componente tangencial permite simular las propiedades del comporta-
miento del sistema debido al rozamiento entre partículas. Este rozamiento de-
pende principalmente de la velocidad tangencial relativa del punto de contacto
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de ambas esferas y se modela normalmente en base a dos parámetros; el pará-
metro de fricción µ y la amortiguación tangencial γt. Para el cálculo de la veloci-
dad tangencial relativa para cada esfera y dado que en este modelo no existe un
único punto de contacto, éste se toma habitualmente como la intersección entre
la superficie de la esfera con el segmento que une los centros de ambas esferas.
En general, se supone que la fuerza tangencial cumple la ley de fricción de
Coulomb, que afirma que ésta debe ser menor en módulo que µFn, donde µ
es una constante que depende de los materiales en contacto y se conoce como
coeficiente de rozamiento
|F t| ≤ µ|Fn|. (3.9)
Cundall y Strack (Cundall and Strack, 1979) proponen la utilización de un mo-
delo elástico para la fuerza tangencial. Cuando se produce un contacto entre dos
partículas, en el instante t0, se establece un resorte elástico en el punto de con-
tacto que actúa hasta que el contacto deja de estar activo. La fuerza tangencial
depende, por tanto, de la longitud de este resorte en cada instante de tiempo,





donde vtr es la velocidad tangencial relativa entre los dos puntos en los que se
produjo el contacto inicialmente. La fuerza tangencial se considera proporcional
a esta longitud, limitada por la ley de fricción de Coulomb
F t = −sign(vtr) ·min
(|κtζ|, µ|Fn|) (3.11)
El trabajo de Cundall y Strack es el trabajo fundacional de esta metodología por lo
que cuenta con numerosas revisiones (Brendel and Dippel, 1998; Liffman et al.,
2001; Leszczynski, 2002; Mitarai and Nakanishi, 2003; Pöschel and Schwager,
2004).
Haff y Werner (Haff and Werner, 1986) propusieron un modelo sencillo en el
que la fuerza tangencial es proporcional al módulo de la velocidad tangencial, y
de sentido opuesto, proporcionando un amortiguador lineal
F t = −sign(vt) ·min (γt|vt|, µ|Fn|) (3.12)
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Este modelo es muy adecuado para simulaciones en las que las partículas
colisionan con cierta velocidad, sin acumularse de forma estática unas sobre
otras. Sin embargo este modelo no considera la fricción estática, de forma que
no es capaz de detener las partículas con lo que cualquier montón de partículas
se desmorona lentamente (Pöschel and Schwager, 2004). Otro inconveniente de
este modelo es la dificultad para determinar el valor del parámetro de fricción γt,
que debe ajustarse por medio de la comparación de los resultados numéricos
con resultados experimentales.
Walton y Braun (Walton and Braun, 1986) proponen un modelo algo más
sofisticado, en el que la fuerza tangencial depende, no sólo del estado actual de
las dos partículas en contacto, sino también de la evolución anterior de éstas
durante el contacto. En lugar de calcular una fuerza en cada instante, se obtiene
un incremento del valor de la fuerza en función del incremento de la posición
relativa de los puntos de contacto ∆ζ, según
∆F t = kt∆ζ
Al igual que en su modelo de fuerza normal, Walton y Braun proponen que
el valor del parámetro kt sea diferente cuando el incremento de ζ cause una
variación en la fuerza tangencial.
Propiedades y coste computacional
La metodología basada en esferas flexibles permite la realización de simu-
laciones realistas que ofrecen mucha información sobre las propiedades de los
sistemas granulares (Buchholtz et al., 1995; Nouguier et al., 2000; Liffman et al.,
2001; Silbert et al., 2001; Mitarai and Nakanishi, 2003; Snoeijer et al., 2003). Sin
embargo, aunque la descripción que utilizan de la dinámica del sistema es muy
sencilla, uno de los principales problemas a los que se enfrenta esta metodología
es el elevado coste computacional de los modelos.
Para conseguir simulaciones realistas es necesario considerar un gran nú-
mero de partículas que producen un elevado número de colisiones con lo que
el cálculo de la evolución del sistema tiene un coste elevado. Gracias a los es-
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fuerzos realizados para obtener implementaciones muy optimizadas de esta me-
todología (Potapov and Campbell, 1998; Wait, 2001; Ares, 2005; Wadaa et al.,
2006) (Pöschel (Pöschel and Schwager, 2004) ofrece una buena revisión de las
mismas) su utilización en simulación interactiva en tiempo real está empezan-
do a ser viable. No obstante, el aumento del coste computacional respecto al
número de partículas sigue siendo muy elevado y existen problemas como la si-
mulación con escenarios compuestos por muchos objetos o la simulación de la
cohesión que aún deben ser mejorados para conseguir el rendimiento deseado
(Ares, 2005).
3.3. Teoría de Mohr-Coulomb
La teoría de Mohr-Coulomb proporciona un método analítico para el estudio
de los sistemas granulares a partir del modelo de fuerzas internas del sistema.
Las bases de la teoría de Mohr-Coulomb se fundan en los estudios de Charles
de Coulomb (1736-1806) sobre la fricción (Coulomb, 1773). En ellos analiza la
formación de taludes y su estabilidad, permitiendo determinar si va a producirse
un corrimiento de tierra a partir de las propiedades del material y de la inclinación
del mismo.
3.3.1. El factor de estabilidad y el ángulo crítico del sistema
Consideremos un talud con una superficie inclinada un ángulo β respecto de
la horizontal. Se supone que el material se comporta como un sólido indeforma-
ble, y que en caso de producirse un deslizamiento, éste ocurrirá a lo largo de un
plano, con ángulo 0 < ρ < β (véase la figura 3.3).
El peso del bloque superior (el bloque que deslizaría en caso de producirse
la fractura) W , puede descomponerse como suma de dos fuerzas; una tangente
a la superficie de fractura, σt = W sin ρ, y otra perpendicular σn = W cos ρ. Es
un problema clásico de deslizamiento de un bloque sobre una superficie incli-
nada. En ausencia de otras fuerzas, el movimiento del bloque de material viene
determinado por la componente tangencial del peso, σt. A esta fuerza se la co-








Figura 3.3: Diagrama de fuerzas para determinar la estabilidad de un talud. Si las
fuerzas de rozamiento no pueden superar a la tensión del material a lo largo del
interfaz de fractura, ésta tendrá lugar, provocando un corrimiento de tierra.
noce como fuerza de tensión tangencial (tangential stress force). Por otra parte,
la componente normal a la superficie, dividido por la longitud de la misma, deter-
mina la presión que existe en la interfaz debida al peso P = σn/L.
Al movimiento a lo largo del plano de fractura se oponen, por una parte la
cohesión del material, con una fuerza proporcional a la longitud de la superfi-
cie de contacto, y la fricción del material, que es proporcional al producto de la
presión en la superficie por la longitud de la misma. Las constantes son el coefi-
ciente de cohesión c, y la tangente del ángulo de fricción interna φ. La suma de
ambas fuerzas es lo que se conoce como fuerza de cizalladura τ . De esta forma,
las fuerzas que aparecen a lo largo del interfaz de fractura son
τ = cL+ σn tanφ = cL+W cos ρ tanφ (3.13)
σt = W sin ρ (3.14)
Dado que la la fuerza de cizalladura únicamente actúa para oponerse al mo-
vimiento, el valor de τ es en realidad una cota superior para dicha fuerza, y su
valor será el mínimo de τ y σt. Por tanto, para determinar si efectivamente la frac-
tura puede tener lugar a lo largo del plano con ángulo ρ, se define el coeficiente






cL+W cos ρ tanφ
W sin ρ
(3.15)
Si F es mayor que 1 la fuerza de cizalladura anulará la tensión σt, por lo que
no podrá tener lugar la fractura. En caso contrario (si F ≤ 1) la fuerza de tensión
debida al peso del bloque de material por encima del plano de fractura hará que el
material se desplace, dando lugar a un deslizamiento. Dado que tanto el peso W
como la longitud L en una configuración del valor ada dependen únicamente de
ρ, F puede expresarse como función de dicho ángulo. Por tanto, para determinar
si una determinada configuración es estable, es necesario conocer si para algún
valor de ρ entre 0 y β, el factor de estabilidad es menor que uno. De ser así, el
mínimo valor de ρ para el que F = 1 se toma como ángulo de reposo o ángulo
crítico del sistema (Li and Moshell, 1993).
3.3.2. Interacción entre una herramienta y un sistema granu-
lar. Equilibrio límite
Actualmente, una de las aplicaciones más relevantes de la teoría de Mohr-
Coulomb es el estudio de la interacción mecánica entre una herramienta y el
suelo, dentro de la disciplina conocida como geomecánica3.
Con el fin de diseñar la maquinaria y las herramientas de excavación, ara-
do, etc. más adecuadas, es necesario conocer las fuerzas que actuarán sobre
la superficie de contacto entre la herramienta y el terreno, así como las fuerzas
mínimas que deberán ser aplicadas para conseguir la fractura del terreno. La apli-
cación del análisis de Mohr-Coulomb a este problema se conoce como equilibrio
límite.
El estudio del equilibrio límite es seguramente el enfoque analítico más utili-
zado en esta disciplina. En este enfoque, se considera el sistema formado por
el suelo y la herramienta como un todo, y se plantean las ecuaciones de equi-
librio del sistema, en el supuesto de máxima resistencia del suelo, utilizando la
teoría de Mohr-Coulomb. Resolviendo estas ecuaciones de equilibrio, es posible
3En inglés terramechanics
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obtener las fuerzas de interacción entre la herramienta y el suelo y determinar
los criterios de fractura del terreno.
Los interfaces de la fractura, en este caso, se definen a priori ; a partir de
observaciones empíricas, diferentes autores (Shen and Kushwaha, 1998) han
propuesto interfaces de fractura adecuados para configuraciones concretas (pro-
porciones de la herramienta, profundidad de la misma en el terreno, etc.) forman-
do parte de la definición de cada modelo; una vez establecidas las ecuaciones de
equilibrio, se determinan las fuerzas que aparecen en cada uno de los interfaces
definidos.
Utilizando la notación del apartado anterior, la fricción tangencial a lo largo de
cada interfaz de fractura entre dos bloques de material es
τ = Lc+ σn tanφ. (3.16)
Por otra parte, la fuerza que aparece en la interfaz existente entre el material
y la herramienta será
τ = La+ σn tan δ (3.17)
donde a es la adhesión en el interfaz suelo-herramienta y δ es el ángulo de fric-
ción externa del suelo en el interfaz.
Como ya se ha indicado, en esa metodología cada modelo viene determinado
por la elección de los interfaces de fractura, realizada en base al conocimiento
del problema. En caso de que el modelo contenga algún parámetro libre, éste se
toma de forma que se minimicen las fuerzas de interacción.
Entre los modelos bidimensionales, el modelo de la espiral logarítmica, pro-
puesto por Terzaghi (Terzaghi, 1959), es uno de los modelos fundamentales em-
pleado como base para otros más elaborados para calcular la resistencia a he-
rramientas de excavación. Según este modelo, la región que queda sobre la su-
perficie de fractura delante de la herramienta se divide en dos partes; una región
triangular bajo la superficie, y una región comprendida sobre una espiral logarít-
mica (véase la Figura 3.4).
En este caso, la fuerza necesaria para mover el material frente a la pala viene




Figura 3.4: Superficie de fractura según Terzaghi.
dado por
P = γ2Nγ + cLNc + aLNa + qLNq (3.18)
donde γ es el peso específico del suelo, c es la cohesión, a es la adhesión del
interfaz suelo-metal y q es la presión de sobrecarga sobre el material delante de
la herramienta, y los términos Nx corresponden a las respectivas componentes
de la reacción del suelo por unidad de longitud (Reece, 1965).
Este modelo es una aproximación válida en el caso en que la anchura de
la herramienta sea sustancialmente mayor que la profundidad de la misma. En
caso contrario, es necesario emplear modelos más adecuados, que tienen en
cuenta también el desplazamiento lateral del material, dando lugar a regiones
de fractura en tres dimensiones. Para una descripción detallada de varios de los
modelos más utilizados puede consultarse la monografía de Shen y Kushwaha
(Shen and Kushwaha, 1998).
En la práctica, estos modelos se aplican por medio de la utilización de ele-
mentos finitos en simulaciones por ordenador. Estas simulaciones permiten co-
nocer con gran detalle las fuerzas soportadas por cada región de la herramienta,
así como la obtención de criterios de fractura más precisos (Shen and Kushwaha,
1998).
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3.3.3. Relación entre presión y hundimiento
El establecimiento de una relación entre la presión aplicada en una región
del suelo y el hundimiento de dicha región es un problema de gran interés en
geomecánica, con aplicación, por ejemplo, a las propiedades de la interacción
entre una rueda y el suelo (Muro and Hoshika, 1995; Wong, 2001; Kumar and
Kouzer, 2008).
Figura 3.5: Los modelos de relación presión-hundimiento consideran una plancha
rectangular de lado menor b que ejerce una presión p sobre un terreno homogé-
neo.
Uno de los modelos más establecidos considera una plancha rectangular de
lado menor b presionando el terreno. Este modelo establece que la relación entre








donde kc está relacionado con la cohesión del sistema y kφ está relacionado con
el ángulo de fricción interna del sistema. Tanto kc y kφ como n son parámetros
que deben ser obtenidos empíricamente. En (Wong, 2001), p. 136, puede en-
contrarse una tabla con valores obtenidos empíricamente para estos parámetros
sobre diferentes tipos de suelo.
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Reece (Reece, 1965) propone una relación que considera como variable fun-
damental la proporción entre el hundimiento y el lado del área rectangular sobre
la que se aplica la presión. El modelo viene descrito por medio de la ecuación







En este segundo modelo se utiliza como valor característico la relación entre
el hundimiento y el tamaño de la región sobre la que se aplica la presión.
Estos modelos tienen, entre otras aplicaciones, el análisis de la interacción
entre un vehículo y el suelo y se utilizan en modelos de tracción para vehículos
agrícolas. En el Capítulo 5 se utilizarán para determinar la presión que aparece
durante las interacciones entre el modelo de sistema granular y cualquier objeto
que entre en contacto con él.
3.4. Modelos fenomenológicos
El marco teórico que proporciona la teoría de Mohr-Coulomb permite analizar
el comportamiento de los sistemas granulares, y especialmente obtener esque-
mas de fuerzas en situaciones dinámicas concretas. Sin embargo, su utilización
para el estudio de la dinámica de una pila de arena resulta complejo, entre otras
cosas porque no proporciona una descripción adecuada del sistema.
Otra metodología utilizada para el estudio de los sistemas granulares con-
siste en la descripción del comportamiento del sistema a escalas observables a
simple vista. Esta descripción no tiene en cuenta las causas internas que dan
lugar a dicho comportamiento. Uno de los autores más destacados es Ralph A.
Bagnold (Bagnold, 1941), que durante los años 50 llevó a cabo un amplio estu-
dio durante sus viajes por el desierto de Libia. Bagnold realiza una descripción
fenomenológica de la formación de dunas así como una detallada clasificación
en función de su forma y de las circunstancias de viento en las que aparecen.
Muchas de sus descripciones y experimentos han servido como punto de partida
para posteriores modelos destinados a la simulación por computador.
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Este apartado se centra en este tipo de modelos que, en lugar de derivar
resultados a partir de la dinámica interna de un sistema granular, analizan un
modelo desarrollado para satisfacer un conjunto de comportamientos básicos,
observados en sistemas reales.
Uno de los primeros modelos que aparecen en esta metodología es el modelo
de pila de arena de Bak, Tang y Wiesenfeld (Bak et al., 1988). Este modelo se
verá con más detalle en el Apartado 3.5.3 cuando se analicen los Autómatas
Celulares. Basándose en este modelo, Hwa y Kardar (Hwa and Kardar, 1992)
proponen un modelo continuo para la evolución de la superficie de un sistema
granular. El modelo consiste en una pendiente inclinada un ángulo muy próximo
al ángulo de reposo del sistema, y se utiliza para analizar el comportamiento a
largo plazo de las avalanchas y de la forma de la superficie. De acuerdo con los
resultados de este trabajo la superficie de un sistema granular tiende a hacerse
uniforme, con una pendiente igual a la pendiente de reposo. Se considera un
sistema unidimensional que tiene como única variable la altura de material en
cada punto.
Posteriormente, Bouchaud et al. (Bouchaud et al., 1994; Bouchaud et al.,
1995) introducen una nueva variable en el modelo reflejando tanto la altura de
la capa estática como el espesor de la capa de partículas que deslizan por la
pendiente cuando se produce una avalancha. Este modelo se conoce como el
modelo BCRE. La altura de la capa estática varía únicamente debido al despren-
dimiento de granos que pasan a la capa deslizante, y a la fijación de granos de
la capa deslizante que pasan a quedarse en la capa estática.
El modelo BCRE permite predecir comportamientos que no eran reflejados
por los modelos anteriores. El más destacable es la aparición de avalanchas
catastróficas que hacen que toda la pendiente se ponga en movimiento tras una
perturbación en la base. Estas avalanchas aparecen si el ángulo inicial de la
pendiente es mayor que un segundo ángulo crítico.
El modelo se plantea en términos de un sistema de ecuaciones en derivadas
parciales que determinan la evolución de la altura de cada capa con el tiempo. La
evolución de la capa dinámica se produce por dos motivos; en primer lugar, un
término de convección para modelar la propagación del material pendiente abajo,
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y en segundo lugar un término que modela el intercambio de material con la capa
estática. Este intercambio puede producirse por desprendimiento de partículas,
si la pendiente de la capa estática es mayor que el ángulo de reposo, o por el
atrapamiento de partículas si es menor que dicho ángulo. Por su parte, la capa
estática únicamente varía debido al intercambio de material con la capa dinámica








Figura 3.6: Variables del modelo BCRE para la descripción del flujo sobre la
superficie de un sistema granular.
Las ecuaciones que rigen la evolución de la altura de la capa dinámica hr(x, t)
y de la capa estática hs(x, t), para un sistema unidimensional con ángulo de
reposo α, son, según la notación de Hadeler y Kuttler (Hadeler and Kuttler, 2001)
∂thr = v∂x(hr∂xhs) + θ(∂xhs − α) (3.21)
∂ths = −θ(∂xhs − α). (3.22)
En diversos trabajos el modelo BCRE se ha extendido a dos dimensiones
y se han estudiado diversas propiedades de los sistemas granulares por medio
de esta descripción (de Gennes, 1997; Hadeler and Kuttler, 1999; Hadeler and
Kuttler, 2001; Prigozhin and Zaltzman, 2001; Prigozhin and Zaltzman, 2003). Du-
ran ofrece también un análisis de diferentes variantes de este modelo (Duran,
1999).
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Dado que el modelo BCRE no ofrece garantías de conservación de momento
en la capa deslizante se utilizan en su lugar los modelos conocidos como mo-
delos de Saint-Venant (de Barr Saint-Venant, 1850). Al igual que en el modelo
BCRE las variables principales son el grosor de la capa deslizante y la altura de
la capa estática. Bajo el nombre de modelos de Saint-Venant se agrupa un con-
junto de modelos cuyo objetivo es la obtención de ecuaciones de conservación
de la masa y del momento en la capa deslizante, promediando las cantidades
en la dirección de la profundidad. Algunos de los trabajos más recientes en esta
línea son los de S. Douady et al. (Douady et al., 1999).
En (Aradian et al., 2002) se puede encontrar una introducción a los mode-
los más relevantes tanto de BCRE como de Saint-Venant. Otros trabajos rela-
cionados con los modelos de Saint-Venant más recientes se pueden encontrar
en (Nalder, 1998; Mangeney-Castelnau et al., 2003; Bouchut et al., 2003; Siuta,
2006; Audusse and Bristeau, 2007; Audusse et al., 2008).
El principal inconveniente de los modelos fenomenológicos es que su rango
de validez se restringe a situaciones dinámicas en las que el material está flu-
yendo. Además, su coste computacional es elevado, ya que requieren la solución
de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de forma numérica. Por es-
te motivo los modelos de medios continuos no a van a resultar adecuados para
nuestros objetivos.
3.5. Autómatas Celulares
Los Autómatas Celulares (AC) son una idealización de los sistemas físicos
en la que el espacio y el tiempo son discretos, y en los que además, los posibles
estados de las variables solo pueden toman un conjunto finito de valores.
Una característica de los AC que los ha hecho alcanzar la relevancia que os-
tentan actualmente es el hecho de que pueden exhibir un comportamiento muy
complejo a partir de una descripción matemática muy simple de su dinámica.
Son un ejemplo de que un gran número de sistemas simples, que se relacio-
nan de forma simple, puede dar lugar a la emergencia de un comportamiento
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colectivo complejo y distinto del de cada uno de ellos. Esta propiedad hace que
los AC sean una aproximación computacional muy potente a los sistemas com-
plejos y ha permitido su proliferación como modelos computacionales desde su
introducción por von Neumann en los años 60.
Uno de los modelos de AC que describen sistemas complejos es el modelo
de pila de arena de Bak, Tang y Wiesenfeld (Bak et al., 1988), que se ha converti-
do en un ejemplo paradigmático de la aplicación de este modelo computacional.
El modelo, que se presenta como un modelo teórico destinado a estudiar las pro-
piedades estadísticas de una familia de sistemas complejos, ha inspirado un gran
número de trabajos posteriores, incluyendo algunos de los modelos de sistema
granular ya estudiados aquí, como el modelo BCRE.
Precisamente, por haber mostrado su utilidad en el modelado discreto de sis-
temas granulares, y por la similitud que existe entre la descripción geométrica del
sistema granular que se obtiene por medio de un Autómata Celular y el modelo
geométrico utilizado habitualmente en la representación gráfica del sistema, se
ha elegido este modelo computacional para el desarrollo de los modelos durante
este trabajo.
A continuación se presenta una introducción histórica de este modelo compu-
tacional y se detallan algunos aspectos de los Autómatas Celulares que guardan
más relación con la simulación de sistemas granulares.
3.5.1. Introducción histórica
Los Autómatas Celulares fueron introducidos formalmente por John von Neu-
mann en 1966 como un modelo para la reproducción de seres vivos simples.
Desde entonces, multitud de autores han desarrollado diferentes variantes y nue-
vos modelos aplicados a infinidad de campos.
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El modelo de von Neumann y otros modelos iniciales
La motivación original de von Neumann era extraer los mecanismos abstrac-
tos que llevan a la auto-reproducción de los organismos biológicos (von Neu-
mann, 1966). En otras palabras, el objetivo era idear un sistema que tuviera la
capacidad de producir otro organismo de complejidad equivalente sólo con sus
propios recursos.
Siguiendo las sugerencias de S. Ulam (Ulam, 1952), von Neumann planteó
esta cuestión sobre un universo discreto hecho de celdas. Cada celda se carac-
teriza por un estado interno, que suele representarse por medio de un numero
finito de bits de información. von Neumann sugirió que cada celda de este siste-
ma evoluciona, en pasos discretos de tiempo, como un Autómata que sólo tiene
una regla simple para calcular su nuevo estado interno. La regla que determina
la evolución de este sistema es la misma para todas las celdas y es una función
de los estados de sus celdas vecinas. De forma similar a lo que ocurre en los sis-
temas biológicos, la actividad de todas las celdas tiene lugar simultáneamente.
Su principal objetivo era proporcionar el rigor del tratamiento axiomático y de-
ductivo al estudio de los sistemas naturales complejos. Las idea básicas del Au-
tómata auto-reproductivo se presentaron anteriormente en (von Neumann, 1963)
y conforman adaptación de la idea de la construcción de una máquina de Turing.
Utilizando una formalización similar, otros autores empezaron a plantear dife-
rentes problemas discretos que abarcan desde el área de la resolución de pro-
blemas de optimización, hasta simples entretenimientos lógicos. Un ejemplo que
ha dado lugar a posteriores variaciones y a numerosa bibliografía es el Firing
Squad Problem (Moore, 1964). Se parte de un vector de celdas unidimensional,
en el que el valor de cada celda puede ser 0 ó 1. Problema consiste en conseguir
una regla de actualización que minimice el número de pasos necesario para que
todas las celdas se sincronicen a partir de una configuración inicial en la que sólo
una de las celdas se encuentra activa. El nombre proviene de la interpretación
del Autómata como un batallón de soldados, de forma que se consiga que to-
dos disparen a la vez. Este problema fue resuelto por Mazoyer (Mazoyer, 1987)
utilizando celdas con seis estados.
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El Juego de la Vida y el modelo de pila de arena
Otro modelo bidimensional que tiene un cierto renombre en el mundo de los
AC es el conocido como Juego de la Vida4. El Juego de la Vida, propuesto inicial-
mente por John Conway, se hizo famoso a raíz de la columna de Martin Gardner
en la revista de divulgación Scientific American (Gardner, 1970; Gardner, 1971).
La motivación original fue diseñar un conjunto simple de reglas para estudiar
el comportamiento macroscópico de una población. La población se representa
por medio de una configuración de una malla 2-dimensional de celdas con la
vecindad de Moore (véase la Sección 4.3.2), donde cada celda puede tener el
estado 1 ó 0. La regla local se describe como sigue:
1. Supervivencia: si una celda se encuentra en el estado 1 (viva) y tiene dos o
tres vecinos en estado 1, entonces la celda sobrevive, es decir, permanece
en el estado 1.
2. Nacimiento: si una celda se encuentra en el estado 0 y tiene exactamente
tres celdas vecinas en estado 1, en el próximo paso tendrá estado 1.
3. Muerte: una celda viva (en estado 1) muere (pasa a estado 0) por solitud
si tiene un sólo vecino o ninguno. De la misma manera, muere de superpo-
blación si tiene 4 o más vecinos vivos.
Cada configuración se denomina una población, y el estudio de este tipo de Au-
tómata Celular se ha centrado principalmente en el análisis de la evolución de la
población.
Otro de los modelos con relevancia histórica dentro del ámbito de los AC es
el modelo de pila de arena, descrito en detalle más adelante en este capítulo.
Este modelo se ha convertido en un ejemplo paradigmático del comportamiento
crítico auto-organizado y ha dado lugar a una extensa bibliografía que aún hoy
sigue creciendo.
4En inglés Game of Life
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Universalidad y complejidad en Autómatas Celulares
Al margen de su capacidad de modelado de sistemas físicos, los AC han
despertado también un gran interés teórico sobre sus propiedades como modelo
computacional. Entre estos estudios, dos de los aspectos más frecuentemente
tratados en la bibliografía son la propiedad de universalidad de los AC y la com-
plejidad computacional de ciertas cuestiones relacionadas con ellos.
Computación universal
Como consecuencia de la relación entre la Máquina de Turing y los Autóma-
tas Celulares, desde su inicio se ha planteado el problema de la Universalidad
Computacional de los mismos. La cuestión básica es si por medio de un AC es
posible implementar una simulación paso a paso de una Máquina de Turing de
una cinta (Smith, 1972; Dubacq, 1995).
Paralelamente al modelo de von Neumann surge el concepto de computación
universal con Autómatas Celulares, puesto que el modelo se rige por las reglas
de computación universal dadas anteriormente por Alan M. Turing (Turing, 1936;
Turing, 1950) y Emil L. Post (Post, 1936; Post, 1943; Post, 1944). A causa de la
complejidad mostrada por los modelos de Máquina de Turing motivó la búsqueda
de condiciones mínimas necesarias para que un Autómata Celular fuera capaz
de hacer computación universal.
Este problema que fue iniciado y planteado por von Neumann y continuado
por Burks (von Neumann, 1966), fue simplificado y extendido por Codd, Banks,
Smith y otros, a fines de la década de 1960 y principios de la década de 1970
(Codd, 1968; Smith, 1972). No fue hasta esta década cuando se caracterizaron
las condiciones necesarias para que un Autómata fuera capaz de hacer compu-
tación universal (Toffoli, 1977; Morita and Harao, 1989; Nordahl, 1989; Sipper,
1998).
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Complejidad computacional
La complejidad computacional es un aspecto estudiado en los Autómatas
Celulares desde hace bastante tiempo (Wolfram, 1984; Wolfram, 1986; Green,
1987). Los principales resultados versan sobre la clasificación o no como NP-
completos de ciertos problemas, tales como averiguar si una subconfiguración
de un Autómata tendrá lugar antes de un número determinado de pasos, si una
determinada secuencia de estados de una celda se producirá antes de un cier-
to número de pasos. Se han encontrado Autómatas para los que la solución
de estos y otros problemas son NP-completos. Estos problemas, sin embargo,
no guardan relación con el trabajo presentado en este trabajo. Para una rela-
ción más extensa de resultados en este sentido se sugiere la lectura de (Sarkar,
2000).
Sistemas dinámicos, conjuntos límites y propiedades fractales
Durante los años 80, diversos autores, entre los que destaca especialmente
S. Wolfram (Wolfram, 1986; Wolfram, 1994) replantearon el estudio de los Au-
tómatas Celulares, dando lugar a un enfoque completamente nuevo. El plantea-
miento propuesto por Wolfram (Wolfram, 1983) consiste en el estudio de los AC
a como sistemas dinámicos y en el estudio de sus propiedades como tales. Por
medio de la definición de métricas en el espacio de configuraciones permite el
estudio de propiedades como los exponentes de Lyapunov, medidas de entropía,
sensibilidad a las condiciones iniciales, atractores, etc. (Hurd et al., 1992; Finelli
et al., 1998; Manzini and Margara, 1999).
El conjunto límite o atractor de un sistema dinámico es una variedad en el
espacio de posibles configuraciones a la que tienden las diferentes trayectorias
del sistema. Diversos estudios demuestran que es frecuente la aparición de con-
juntos límite con dimensión fractal (Culik et al., 1989; Culik, 1990) y de compor-
tamientos críticos autoorganizados (Malamud and Turcotte, 2000). Además, de
acuerdo con lo predicho por Wolfram, esta misma propiedad se observa también
para los conjuntos límite de los patrones observados en la evolución de Autóma-
tas Celulares lineales (Takahashi, 1992).
62 3.5 Autómatas Celulares
Métodos Lattice Gas
Los Métodos Lattice Gas (MLG) son una aplicación de la metodología de los
AC al estudio de sistemas tradicionalmente descritos como continuos. El MLG
considera una malla en la que los estados de cada celda describen el hecho de
que contenga o no una partícula, y su masa y velocidad. Aplicando el principio
de conservación de momento y de masa, se calcula la evolución del sistema que
describe el comportamiento de un gas (Hardy et al., 1976; Frisch et al., 1986).
Este modelo ofrece descripciones estadísticas de las propiedades de ciertos
fluidos y, debido a su descripción local de la dinámica del sistema, propia de los
AC, el MLG ofrece importantes ventajas respecto a otros métodos numéricos,
especialmente en la utilización de contornos complejos, incorporación de inte-
racciones microscópicas y paralelización de algoritmos (Margolus et al., 1986).
Sin embargo su naturaleza discreta introduce ruido estadístico en su comporta-
miento y dificulta el ajuste de parámetros para la consideración de ciertos siste-
mas físicos.
A finales de los 80, McNamara y Zannetti (McNamara and Zanetti, 1988) y
Higuera et al. (Higuera et al., 1989) mostraron las ventajas de extender la des-
cripción booleana del estado de una celda para trabajar con probabilidades de
que tenga un determinado estado. Esta aproximación, llamada el Método Latti-
ce Boltzmann (MLB), es numéricamente mucho más eficiente que la dinámica
booleana y proporciona un nuevo modelo computacional mucho más adecuado
para la simulación multitud de aplicaciones de la física (Bahr and Rundle, 1995;
Chopard and Droz, 2005).
El MLB proporciona una metodología para la resolución de problemas en di-
námica de fluidos computacional que, en lugar de resolver las ecuaciones de
conservación de las propiedades macroscópicas del sistema (masa, momento,
energía, etc.), utiliza la ecuación discreta de Boltzman (Huang, 1987) para simu-
lar el flujo de un fluido Newtoniano con modelos de colisión continuos como el
de Bhatnagar-Gross-Krook (BGK) (Bhatnagar et al., 1954). Simulando la inter-
acción de un número limitado de partículas, el comportamiento de flujo viscoso
emerge automáticamente del flujo de las partículas y de los procesos de coli-
sión (Chapman and Cowling, 1970; Vincenti and Kruger, 1975; Liboff and Liboff,
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1990).
A pesar de sus limitaciones en algunos campos específicos, como la dinámica
de flujos aerodinámicos, los MLB se han mostrado muy útiles en numerosas
aplicaciones. Algunas variantes de estos métodos, como los Coupled Map Lattice
(Kaneko, 1993; Yanagita and Kaneko, 1997; Harris et al., 2002), se han utilizado
incluso en el modelado de fluidos en informática gráfica (Nishimori and Ouchi,
1993; Miyazaki et al., 2001; Wei et al., 2003a; Wei et al., 2003b; Zhao et al.,
2003).
3.5.2. Aplicaciones de los Autómatas Celulares
Como hemos indicado, los Autómatas Celulares, más que un modelo para
describir un tipo de sistema son un esquema computacional que ofrece un para-
digma de modelado realmente flexible.
Por este motivo, al margen de los estudios teóricos basados en modelos sim-
ples y de la bibliografía dedicada a su análisis desde diferentes puntos de vista,
los Autómatas Celulares han sido aplicados a innumerables campos.
Por ser el objetivo principal de este trabajo de investigación, ya hemos men-
cionado el modelado de sistemas físicos. En este campo, se pueden encontrar
aplicaciones a la simulación de flujos de lava (Miyamoto and Sasaki, 1997; Crisci
et al., 2004; Barca et al., 2004) o de propagación de incendios (Mraz et al., 1999;
Li and Magill, 2001; Sullivan and Knight, 2004; Hoya White et al., 2005; Encinas
et al., 2007), por citar sólo algunos ejemplos. Sobre este tipo de modelos se pue-
de encontrar una extensa revisión en el libro de B. Chopard (Chopard and Droz,
2005).
Sin embargo, los Autómatas Celulares se han aplicado también a otros tipos
de sistemas dinámicos. En sistemas biológicos, por ejemplo, encontramos mo-
delos de la evolución de diferentes tipos de poblaciones (Balzter et al., 1998;
Bandini and Pavesi, 2002), modelos presa-predador (Gregorio et al., 1999; Ming-
feng et al., 2003; Chopard and Lagrava, 2006; Tome and de Carvalho, 2007;
Farina and Dennunzio, 2008) o modelos de crecimiento y evolución de cáncer o
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epidemias (Sirakoulis et al., 2000; Zhen and Quan-Xing, 2006; Liu and Jin, 2006;
Martín del Rey et al., 2006).
En el caso de los sistemas sociales, es posible encontrar modelos que descri-
ben la dinámica de peatones (Was, 2005; Yamamoto et al., 2006; Barwolff et al.,
2007; Yamamoto et al., 2007; Weng et al., 2006), la expansión de ciudades (Wu
and Martin, 2002; Fengyun and Zengxiang, 2005; Al-Kheder et al., 2007; Mavrou-
di, 2007), el comportamiento de multitudes (Hamagami and Hirata, 2003; Aube
and Shield, 2004; Narimatsu et al., 2004; Vizzari et al., 2006; Was et al., 2006)
y procesos de evacuación (Georgoudas et al., 2006; Tissera et al., 2007; Zhao
et al., 2008) o el tráfico de vehículos (Aponte and Moreno, 2006; Kanai et al.,
2006; Goldengorin et al., 2006).
De entre todas estas aplicaciones, en este trabajo de investigación son de
especial interés los modelos destinados al modelado de sistemas granulares. A
continuación se revisan los modelos más destacados, prestando especial aten-
ción a los que permiten simular la evolución de la superficie de un sistema gra-
nular denso y con flujo de baja energía, como el que puede encontrarse en la
simulación de un montón de arena.
3.5.3. Modelado de sistemas granulares por medio de Autó-
matas Celulares
Dentro de la simulación de sistemas físicos por medio de Autómatas Celula-
res encontramos diversos modelos cuyo objetivo es el estudio de los sistemas
granulares. Por una parte encontramos descripciones del flujo de material gra-
nular a través de conductos, o del flujo de material sobre la superficie de una
pendiente de material estático, basadas habitualmente en modelos de tipo Latti-
ce Gas. Por otra parte, encontramos también descripciones de la evolución de la
superficie de un sistema granular que caracterizan el espectro de frecuencias de
la ocurrencia de avalanchas, mostrando la complejidad de su dinámica.
A continuación revisamos los principales modelos de ambas metodologías, y
analizamos su idoneidad como modelos para la consecución de los objetivos del
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presente trabajo.
Modelos Lattice Gas
De acuerdo con la descripción de los sistemas granulares que se ofrece en la
dinámica molecular (véase la Sección 3.2) en situaciones de alta energía el com-
portamiento de un sistema granular puede asemejarse al de un gas, y por tanto
puede describirse como partículas que colisionan entre si mientras se desplazan
por un determinado medio. Partiendo de esta premisa, los flujos granulares pue-
den simularse por medio de modelos como los Lattice Gas y los modelos Lattice
Boltzman.
El comportamiento del material en un silo, que representa uno de los pro-
blemas más estudiados en dinámica de sistemas granulares por su aplicación
en la industria, ha sido abordado utilizando esta metodología por múltiples au-
tores (Gutt and Haff, 1990; Baxter and Behringer, 1990; Baxter and Behringer,
1991; Savage, 1992; Désérable and Martínez, 1993; Peng and Herrmann, 1994;
Martínez et al., 1995; Chopard et al., 2000; Désérable et al., 2001; Kozicki and
Tejchman, 2005).
Otras fenómenos habituales en los sistemas granulares que han sido estu-
diados por medio de Autómatas Celulares es la formación de patrones (Savage,
1993; Peng and Herrmann, 1994), el fenómeno de segregación y mezcla de ma-
teriales granulares sujetos a vibración o rotación (Peng and Herrmann, 1994;
Fiske et al., 1994; Sakaguchi et al., 1996; Katsura et al., 2001) o el comporta-
miento de la presión en el interior de una pila de material granular (Michalowski,
1990; Narayan, 2000).
Sin embargo, todos estos procesos corresponden a situaciones en las que
el material está fluyendo, similares a las que pueden simularse por medio del
modelo de esferas rígidas. Desde el punto de vista de la evolución de la superficie
de un sistema granular, que es el problema abordado en este trabajo, únicamente
el flujo de material sobre una superficie de partículas puede resultar de interés.
La descripción que se realiza habitualmente de una pila de arena por medio
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de modelos de Lattice Gas corresponde a una sección vertical del sistema, y la
dinámica del modelo describe el comportamiento del sistema a diferentes alturas
bajo la superficie. En este trabajo, por el contrario, buscamos una descripción
del la superficie del sistema, y únicamente estaremos interesados en el compor-
tamiento del interior del mismo en tanto en cuanto nos proporcione información
sobre su dinámica. Por este motivo, los modelos basados en las metodologías
Lattice Gas y Lattice Boltzman no parecen adecuados para la resolución del pro-
blema que aquí abordamos.
El modelo de pila de arena de Bak, Tang y Wiesenfeld
Como ya se ha indicado, una de las propiedades de los Autómatas Celulares
es la complejidad de su dinámica a partir de una descripción muy simple de las
reglas que la determinan. En este sentido se han utilizado modelos basados en
AC para mostrar comportamientos caóticos y, en general, no lineales.
Uno de los ejemplos más conocidos de este tipo de estudios es el conocido
como Modelo de Pila de Arena (Sandpile Model) presentado a finales de los años
80 por Bak, Tang y Wiesenfeld (Bak et al., 1988). Su trabajo es una descripción
de un tipo de comportamiento de algunos sistemas complejos, al que denominan
comportamiento Crítico Autoorganizado5, y para ello utilizan un modelo de Au-
tómata Celular inspirado en la descripción fenomenológica de una pila de arena
basada en la pendiente crítica (véase el Apartado 3.4).
La descripción de la dinámica de un sistema que caracteriza la existencia
de SOC es una descripción estadística que mide la frecuencia de ocurrencia de
ciertos fenómenos en el sistema respecto de su magnitud (puede tratarse de las
dimensiones de ciertos rasgos físicos, la duración temporal de ciertos fenóme-
nos, etc.). La principal propiedad del comportamiento SOC es la ausencia de
una escala característica, rigiéndose en su lugar por una ley de potencia (ruido
1/f (Bak et al., 1988)). En el Apéndice C puede encontrarse una introducción a
algunos de los conceptos fundamentales del comportamiento Crítico Autoorga-
nizado. Tras la definición de Bak del comportamiento Crítico Autoorganizado, se
5En inglés Self-Organized Criticality (SOC)
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han realizado numerosos análisis tanto de modelos teóricos como de sistemas
reales, observándose numerosas leyes de potencia en la naturaleza.
Paradójicamente, diversos estudios sobre el comportamiento de la arena real
han demostrado que su comportamiento no sigue estrictamente una ley de po-
tencia como la descrita por Bak y otros. Por el contrario el Modelo de Pila de
Arena (también conocido como modelo BTW), definido como un modelo teórico
y falto de realismo, ha inspirado multitud de trabajos posteriores que sí permiten
una reproducción realista de los sistemas granulares; en particular, el modelo
BCRE, descrito en el Apartado 3.4, se plantea por sus autores como una evolu-
ción del modelo de Pila de Arena.
A continuación revisaremos el modelo BTW y los principales modelos basa-
dos en Autómatas Celulares que se derivan de él y que permiten la simulación
de sistemas granulares. Describiremos los principios en los que basan su diná-
mica, y prestaremos atención a sus características desde el punto de vista de su
representación gráfica de cara a su utilización en un entorno de simulación.
3.5.4. Modelos de pila de arena
Los modelos conocidos como Modelos de Pila de Arena6 se basan, en gene-
ral, en una Autómata Celular sobre un malla unidimensional o bidimensional, que
representa la base de la pila de arena, en el que la variable principal del sistema
representa la altura de la pila sobre cada celda.
Los primeros modelos existentes en la bibliografía son descripciones muy
simples del sistema y se centran especialmente en la dinámica del mismo, más
que en una correcta descripción de un sistema real. El conjunto de posibles altu-
ras suele ser muy reducido (generalmente dos o cuatro) y el comportamiento del
sistema dista mucho de parecerse a la formación de una montaña de arena.
A continuación se describen los modelos de pila de arena iniciales, y poste-
riormente se revisan algunas evoluciones posteriores que sí se han empleado
6En inglés Sandpile Models
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para la descripción de sistemas reales.
El modelo BTW
En el modelo BTW (Bak et al., 1988) el valor de cada una las celdas del
Autómata es un número entero h(n) que representa el número de granos que
contiene dicha celda. Según la función de transición del modelo unidimensional,
cuando la diferencia entre la altura de una celda y la altura de la siguiente zn =
h(n) − h(n + 1) es mayor que un umbral zc, se produce una descarga de un
grano de la celda n a la celda n + 1. Esto reduce la diferencia zn y aumenta las
diferencias zn±1. De esta manera, si se deja evolucionar el sistema, la diferencia
entre celdas vecinas se mantendrá por debajo del umbral zc identificando este
valor con la pendiente máxima en una pila de arena real.
Figura 3.7: Evolución del modelo BTW.
La formulación de la función de transición que aparece en el trabajo de Bak
et al., se hace en base a la diferencia de altura de las celdas, zn. Para el caso de
una dimensión tendremos:
BTW 1-D: Si zn > zc entonces zn → zn − 2zn±1 → zn±1 + 1
La generalización al caso bidimensional se realiza por medio de la diferencia
z(i, j) = 2h(i, j)− h(i+ 1, j)− h(i, j + 1) que compara la altura de la celda (i, j)
con el promedio de las celdas (i, j + 1) y (i+ 1, j). De esta manera, la evolución
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del Autómata será en la dirección diagonal en la que aumentan ambos índices.
Formalmente, el modelo se presenta como:
BTW 2-D: Si z(i, j) > zc entonces
z(i, j)→ z(i, j)− 4
z(i, j ± 1) = z(i, j ± 1) + 1
z(i± 1, j) = z(i± 1, j) + 1
Las funciones de transición, tanto para el caso unidimensional como para el
caso bidimensional, se aplican en todas las celdas de la malla simultáneamente
utilizando los valores del paso anterior, y el proceso se repite hasta que el sistema
alcanza un estado de equilibrio donde no se produce ninguna actualización. Este
estado de equilibrio únicamente se modifica mediante la introducción aleatoria
de granos, representado por el aumento del valor de una de las celdas, haciendo
que el sistema sea inestable.
Tras una fase de transición, el sistema entra en una dinámica en la que el
estado de equilibrio tras cada relajación es inestable, pues casi cualquier per-
turbación provoca una pérdida del estado de equilibrio. Este estado es el que
Bak, Tang y Wiesenfeld denominan Estado Crítico Autoorganizado. Cuando se
alcanza este estado, se observa que el tamaño de las avalanchas es inversa-
mente proporcional a su frecuencia, determinando así la ausencia de escala en
el sistema.
Disipación de fuerzas
Un modelo posterior al BTW es el modelo presentado por Christensen, Olami
y Bak (Christensen et al., 1992) y que constituye un ejemplo de modelo acota-
do en altura. En este caso, los valores de las celdas del Autómata representan
un campo de fuerzas F (i, j) sobre la base. Los valores F (i, j) se incrementan
uniformemente hasta que alguna de las fuerzas excede un valor crítico Fc.
Entonces, la fuerza de la celda inestable F (i, j) y los valores de las fuerzas
de sus vecinos más próximos F (i ± 1, j ± 1) se actualizan de acuerdo con la
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siguiente función de transición
F (i± 1, j ± 1)→ F (i± 1, j ± 1) + fαF (i, j); 0 < fα < 1.
Se trata de un ejemplo de sistema no conservativo (la suma de las magnitu-
des de las celdas se reduce con cada actualización) que exhibe comportamiento
crítico autoorganizado.
Vaciado de un cajón de arena
El modelo presentado por Chen y den Nijs (Chen and den Nijs, 2002) repre-
senta el desalojo de una caja de arena por uno de sus laterales. La variable de
altura h(i, j) se define en una cuadrícula cuadrada. La cuadrícula se rota diago-
nalmente de manera que la dirección de propagación de una avalancha es a lo





Figura 3.8: Descripción del modelo de Chen y den Nijs (Chen and den Nijs, 2002).
La columna de partículas de la celda (i, j) está sustentada por dos columnas
(i − 1, j − 1) y (i + 1, j − 1) situadas en la dirección de caída del material. La
columna en la celda (i, j) es estable cuando su altura es menor que el mínimo
de las alturas de las celdas (i− 1, j − 1) y (i+ 1, j − 1) más una cantidad fija sc
h(x) ≤ mı´n[h(i− 1, j − 1), h(i+ 1, j − 1)] + sc
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La evolución del sistema se realiza eligiendo aleatoriamente una de las celdas
situadas en el lateral abierto y reduciendo su altura en una cantidad 0 < µl < sc
tomada aleatoriamente. Esto provoca una inestabilidad en alguna celda de la fila
superior. La función de transición en este caso será
h(x)→ mı´n[h(i− 1, j − 1), h(i+ 1, j − 1)] + µl
donde 0 < µl < sc es a su vez un valor aleatorio. Esta actualización continúa fila
por fila hasta que todas las celdas son estables.
En este modelo la altura de las celdas no está acotada, y la actualización de-
pende de la diferencia de altura entre celdas vecinas. La diferencia más relevante
respecto al modelo BTW es que la comparación entre alturas se realiza tenien-
do en cuenta el mínimo de las alturas de los vecinos, causando la evolución del
sistema en la dirección de máxima pendiente.
Modelos de pila de arena y simulación de sistemas granulares
Otros autores han continuado el desarrollo de este tipo de modelos, intro-
duciendo conceptos adicionales como la inercia (Prado and Olami, 1992) o la
memoria en las avalanchas (Barker and Mehta, 1993; Mehta and Barker, 1994;
Barker and Mehta, 2000). Sin embargo, como ya hemos indicado, aunque el com-
portamiento de esta familia de modelos se inspira en la fenomenología de una
pila de arena, el comportamiento del mismo no es comparable con el de un sis-
tema real; en primer lugar, por su carácter finito, y en segundo lugar porque la
regla de actualización no pretende, en ningún momento, reproducir fielmente su
comportamiento. Sobre este tipo de modelos se ha llevado a cabo mucha inves-
tigación de carácter teórico, estudiándose propiedades algebraicas (Dhar et al.,
1995; Dhar, 1999; Dorso and Dadamia, 2002), o de universalidad en este tipo de
modelos (Chessa et al., 1999; Pastor-Satorras and Vespignani, 2000).
Posteriormente, diferentes autores han presentado variantes del modelo con
el fin de poder reproducir otras propiedades de los sistemas granulares desde el
punto de vista macroscópico, como la evolución de la superficie y de su forma.
Entre ellos destacan el trabajo de Goles et al. (Goles et al., 1998; Goles and
Prisner, 2000), que presenta un estudio de la formación de un montón a partir de
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un modelo de pila de arena con inercia, y los trabajos, más recientes, del grupo de
T. Shinbrot (LaMarche et al., 2007; Shinbrot et al., 2007) que analizan diversos
aspectos del flujo de un sistema granular comparándolo con los resultados de
otros modelos de mecánica de fluidos.
3.6. Conclusiones
Una revisión de los modelos teóricos presentados en este capítulo permite
ver que algunos de los modelos procedentes de la física y la ingeniería pueden
resultar útiles para la obtención de modelos realistas aplicables a simulación in-
teractiva en tiempo real.
En primer lugar, se puede concluir que los modelos basados en dinámica
molecular son muy costosos y, aunque su descripción del sistema es natural y
la consideración de las fuerzas de interacción es inmediata, no son adecuados
para la simulación interactiva de sistemas granulares.
Por el contrario, los modelos basados en Autómatas Celulares proporcionan
una metodología basada en una representación discreta del sistema. Además,
los modelos se definen en base a un conjunto reducido de reglas, que son fá-
ciles de implementar y con una ejecución eficiente. Su implementación puede
optimizarse gracias a la existencia del umbral de descarga y a las propiedades
de los sistemas granulares. De entre los modelos continuos, el modelo BCRE
es un modelo que guarda numerosas analogías con los modelos de Autómatas
Celulares, principalmente por inspirarse en ellos.
Por otra parte, los modelos basados en la teoría de Mohr-Coulomb no propor-
cionan una descripción adecuada de la dinámica del sistema ya que no permiten
el cálculo de la evolución de la superficie. Sin embargo, los diferentes modelos
existentes en el campo de la geomecánica y las descripciones existentes del
comportamiento de las fuerzas pueden resultar útiles si es posible adaptarlas a
la representación particular del sistema que se esté usando.
En este trabajo de investigación se va a utilizar como base el modelo de Autó-
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mata Celular BTW debido a su conveniencia desde el punto de vista computacio-
nal. La regla de actualización para el modelo dinámico se derivará del modelo
BCRE, que se utilizará además para la necesaria validación.
Además, se utilizarán los modelos los modelos de presión-hundimiento (Hi-
roma et al., 1997; Earl and Alexandrou, 2001; Park et al., 2004) para introducir
la aplicación de fuerzas en en la superficie del sistema y el cálculo de fuerzas
de reacción. También se simulará el desplazamiento lateral del material por un
objeto, utilizando los modelos de geomecánica revisados (Shen and Kushwaha,
1998; Nouguier et al., 2000) .
El Cuadro 3.1 muestra un resumen de las ventajas e inconvenientes de cada
metodología desde el punto de vista de su utilización en informática gráfica y en
simulaciones en tiempo real. En la última columna se indican aquellos aspectos





Metodología Ventajas Inconvenientes Aspectos útiles
Dinámica molecular Simulaciones realistas. Apli-
cación de fuerzas de forma
natural.
Muy costosos computacio-
nalmente. Difíciles de repre-
sentar gráficamente.
Teoría de Mohr-Coulomb Modelos sencillos. Descripción limitada de la
evolución del sistema
Modelo de fuerzas de inte-
racción
Modelo BCRE Buena descripción de la evo-
lución del sistema.
Modelo continuo. Limitado a
situaciones de flujo. Resolu-
ción de EDP costosa.
Modelo de evolución, discre-
tizado. Descripción intuitiva
de la dinámica del sistema.
Modelo de referencia.
Autómatas Celulares Modelos discretos. Repre-
sentación gráfica inmediata.
Descripción del modelo sen-
cilla y local.
Falta de realismo en la ma-
yoría de los casos. Valores
discretos de las variables.
Modelo computacional. Filo-
sofía de modelado.
Cuadro 3.1: Resumen y comparación de las principales metodologías de modelado de sistemas granulares.
If you can’t explain it simply
you don’t understand it well enough.
A. Einstein.
CAPÍTULO 4
Modelo de evolución del terreno
Tras la revisión del estado del arte en la simulación y animación por orde-
nador de los sistemas granulares realizada en el Capítulo 2, se constató una
carencia desde el punto de vista del modelado dinámico. Las metodologías uti-
lizadas habitualmente para la simulación interactiva de terreno se basan en mo-
delos heurísticos poco realistas, y los modelos más próximos a la realidad son
excesivamente costosos para su utilización en simulaciones en tiempo real.
El principal motivo es la utilización de metodologías procedentes del campo
de la animación para el desarrollo de modelos destinados a la simulación inter-
activa en tiempo real, heredando sus principales limitaciones.
La hipótesis que se presenta en este trabajo es que, por medio de un cambio
de metodología de modelado, es posible alcanzar modelos de comportamiento
más realistas que permitan su ejecución en entornos de simulación interactivos
en tiempo real.
Con el fin de desarrollar esta hipótesis, en el Capítulo 3 se han analizado
un conjunto de modelos físicos de comportamiento de los sistemas granulares
y de terreno en diferentes situaciones. Se ha presentado también el paradigma
computacional de los Autómatas Celulares, utilizado anteriormente por otros au-
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tores para el estudio de la dinámica de una pila de arena.
Se dispone, por tanto, de diferentes descripciones teóricas del sistema que se
pretende simular y un modelo computacional que se ha empleado anteriormente
en la representación de este tipo de sistemas. Con estos elementos, se muestra
que es posible desarrollar modelos adecuados para simulaciones interactivas en
tiempo real con aplicación a la simulación para entrenamiento.
En este capítulo se propone un modelo dinámico para el comportamiento de
los sistemas granulares que permitirá la simulación interactiva del terreno o de
una pila de arena. Para ello se hará uso de los modelos fenomenológicos de
comportamiento de la superficie del sistema y de la teoría de Mohr-Coulomb
descritos en el Capítulo 3.
4.1. Descripción del sistema simulado
El sistema granular sobre el que se va a trabajar está situado sobre una su-
perficie dura. Su evolución se produce a causa de los procesos de fricción interna
que rigen el comportamiento de este tipo de sistemas y de las acciones externas
ejercidas por el usuario.
El principal proceso que se pretende reflejar en este modelo son las avalan-
chas de material que tienen lugar en la superficie y que determinan su evolución.
Como se ha mostrado en el Capítulo 3, las avalanchas de material en un sistema
granular son un proceso a través del cual se mantiene la pendiente del sistema.
En este capítulo se abordará únicamente la evolución del sistema como conse-
cuencia de la adición de material en puntos o regiones del mismo. La interacción
por contacto se estudiará en el Capítulo 5.
En los sistemas considerados a lo largo del presente trabajo, las fuerzas de
cohesión, que actúan impidiendo que las partículas se separen se considera su-
ficientemente baja como para que la superficie del sistema no supere la posición
vertical. Es decir, la altura de la superficie sobre cualquier punto puede descri-
birse por medio de un único valor, de forma que no se permita la formación de
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cuevas. En las situaciones en las que la cohesión es mayor, es más adecuada
una representación del sistema por medio de mecánica del sólido rígido, y no se
considerarán.
4.1.1. Modelo geométrico
La base sobre la que se encuentra el sistema granular se supone rectangular,
y sobre ella se considera una malla regular, obtenida a partir de la división de los
lados del rectángulo en intervalos regulares. A cada uno de los cuadros de esta
malla lo denominaremos celda. El valor de la altura del sistema sobre el centro
de cada una de las celdas da lugar a una función discreta sobre la malla, que
representa la superficie del sistema.
Además de la representación geométrica de la superficie del sistema, dada
por el mapa de alturas, un conjunto de variables asociadas a cada celda pueden
representar otros aspectos de su dinámica, como la velocidad de desplazamien-
to de material, la cantidad de material en desplazamiento, etc. A continuación se
describen los parámetros que determinan tanto la representación geométrica co-
mo la dinámica del sistema y las variables que representan el estado del sistema
en cada instante.
4.1.2. Parámetros globales
Los parámetros globales del modelo afectan a las propiedades básicas del
mismo: las dimensiones del sistema considerado y sus propiedades físicas como
sistema granular. En el modelo se consideran los siguientes parámetros globales:
Nx, Ny, son las dimensiones de la malla en celdas, en la dirección del eje x y del
eje y respectivamente. La malla tendrá Nx ×Ny celdas.
δx, δy, son las dimensiones que representa una celda en el sistema real, en
unidades de longitud. El sistema tendrá unas dimensiones de Nxδx×Nyδy
unidades cuadradas.
γ, es la densidad del material, considerada constante.
78 4.1 Descripción del sistema simulado
α, es el ángulo de reposo del sistema. Es una propiedad de cada sistema gra-
nular, que depende de las propiedades de fricción y cohesión del material.







Figura 4.1: Parámetros que describen la geometría del modelo discreto de siste-
ma granular que se propone en este trabajo.
4.1.3. Parámetros y variables de cada celda
Para cada celda (i, j) se considerará como un parámetro del modelo la altura
del suelo firme bajo la celda, a la que denotaremos por B(i, j). Este valor se
considerará constante a lo largo de la simulación. El estado de cada celda (i, j)
estará determinado por el valor de su variable h(i, j) que representa la altura de
material sobre su base. La cantidad de material contenida en dicha celda vendrá
dada por
M = δx · δy · γ · h(i, j)
donde δx, δy y γ son los parámetros descritos en el apartado anterior.
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Figura 4.2: El estado del sistema queda determinado a partir del valor de la altura
de material sobre el centro de cada celda, h.
4.1.4. Evolución del sistema
De acuerdo con el análisis realizado sobre los modelos existentes de sistema
granular se propone la utilización de un modelo basado en la metodología de
los Autómatas Celulares. A partir de la descripción del sistema que acabamos
de realizar, disponemos de una malla cuadrada sobre la que formalizar el Autó-
mata. Cada celda tiene una variable de estado, y es posible definir una regla de
actualización a partir de los estados de las celdas vecinas.
Para ello, en primer lugar se definirá formalmente el Autómata Celular y se
obtnedrán cada uno de los elementos que lo componen a partir de las propieda-
des conocidas de los sistemas granulares.
4.2. Modelo formal
Con el fin de definir de una manera clara los elementos con los que se va
a trabajar y la notación asociada, a continuación se presenta un modelo formal
de Autómata Celular que se empleará para representar el sistema granular. El
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Autómata Celular se define como:
AC = 〈M,V,S,P,ϕ,E〉, (4.1)
donde
M = {(i, j) : i, j ∈ N, 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny} es el conjunto de posiciones
discretas o celdas del Autómata Celular.
V es la vecindad de una celda del Autómata.
S = Sh es el conjunto de posibles estados de cada celda:
Sh = [0,∞[ son las posibles alturas de material sobre la base en una celda;
P = Pb es el conjunto de parámetros:
Pb = [0,∞[ son las posibles alturas de la base;
ϕ : S|V| → S es la función de transición.
E = {f1, f2} es el conjunto de aplicaciones que determinan las acciones
externas por adición o sustracción de material:
f1 : N→ 2M, es una función que indica la región de interacción en cada
instante de tiempo.
f2 : S× N→ S, es una función que, en cada instante de tiempo t ∈ N de-
termina la modificación que se efectúa de las celdas f1(t).
A continuación se indicará brevemente el significado de cada uno de los ele-
mentos que componen el modelo. En el Apéndice B se puede encontrar una
descripción más general de la formalización utilizada.
El conjunto de celda M corresponde a la malla sobre la que se define el
modelo. La vecindad V de una celda (i, j) ∈ M se define como el conjunto de
celdas que influirán en su evolución. Fijaremos la vecindad del Autómata a partir
de la definición de la actualización del mismo.
El conjunto de estados de una celda S es el conjunto formado por todos los
posibles estados que puede tener una celda en un momento dado. Si una celda
tiene r variables de estado, y cada celda puede tomar un estado del conjunto Sr,
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entonces el conjunto de estados será S = S1 × S2 × . . . × Sr. En nuestro caso,
la única variable de estado que se ha definido es la variable h, que tomará un
valor real positivo. Por tanto, los posibles estados de h serán Sh = [0,∞[, y el
conjunto de estados del Autómata será S = Sh. De la misma manera, el conjunto
de posibles valores del único parámetro que se ha definido es P = Pb = [0,∞[,
donde Pb son las posibles alturas de la base del sistema B ∈ Pb.
La función de transición, ϕ, es una función que, dada una celda (i, j) actúa
sobre el estado de todas las celdas que pertenecen a su vecindad, y su imagen
es otro estado de S, que corresponderá al nuevo estado de la celda (i, j). Por
tanto, si la vecindad de la celda (i, j) está compuesta por |V| celdas (la propia
celda puede ser una de ellas) entonces la función de transición es de la forma
ϕ : S|V| → S.
Por último, el conjunto de funciones E = {f1, f2} permitirá definir la interac-
ción con el sistema por medio de la adición y sustracción de material. A cada
paso de la evolución del Autómata, y previamente a la aplicación de la función
de transición ϕ, la función f1 determina el subconjunto de M en el que va a
modificarse la cantidad de material existente. Sobre este conjunto, la aplicación
f2 actúa modificando dicha cantidad de material, de forma que ésta aumente o
disminuya de acuerdo con la acción que se esté realizando.
En los siguientes apartados se irán concretando los elementos que se han
descrito para llegar a definir un modelo completo de sistema granular en base a
esta formalización.
4.3. Modelo de evolución del sistema
Una vez formalizado el Autómata Celular se define un modelo dinámico que
determine la evolución de la superficie de un sistema granular a partir de la des-
cripción que hemos realizado hasta el momento. Recordemos que se pretende la
obtención de un modelo con un grado de realismo adecuado a las necesidades
de la simulación para entrenamiento y de los entornos de realidad virtual. Por
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este motivo, debemos basar la evolución del Autómata en un modelo físico que
permita reproducir la evolución de la superficie del sistema de forma realista.
De entre los modelos analizados en el Capítulo 3 debemos descartar aquéllos
basados en dinámica molecular por su elevado coste. Por otro lado, observamos
que los modelos fenomenológicos permiten descripciones sencillas adecuadas
a la formalización que estamos empleando. Consideremos, por tanto, la descrip-
ción habitual del comportamiento de la superficie de un sistema granular (Bak
et al., 1988; Bouchaud et al., 1995):
Cuando la pendiente de la superficie del sistema en un punto sea
mayor que el ángulo de reposo del sistema se produce una avalancha
de material que tiende a reducir la pendiente.
Esta descripción de la evolución del sistema corresponde a un sistema conti-
nuo, ya que se hace referencia a la pendiente del mismo. En nuestra descripción
del sistema necesitamos una aproximación discreta al concepto de pendiente,
para formular el mismo principio en términos de las celdas de la malla (véase la
Figura 4.3).
Cuando la diferencia entre la altura de una celda y la altura de sus
celdas vecinas sea mayor que un cierto umbral, se producirá una des-
carga de material que tienda a reducir dicha diferencia.
Diferentes autores han resuelto la cuestión de la aproximación a la pendien-
te utilizando distintas aproximaciones tanto en modelos destinados al estudio de
los sistemas granulares (Bak et al., 1988; Christensen et al., 1992; Chen and den
Nijs, 2002) como en modelos destinados a la animación de terreno en entornos
virtuales (Sumner et al., 1999; Onoue and Nishita, 2005; Zeng et al., 2007). Sin
embargo los modelos del primer grupo están destinados a la obtención de propie-
dades estadísticas del sistema, y no a la simulación realista de la evolución de la
superficie. Mientras tanto, los modelos del segundo grupo están destinados a la
animación creíble de la deformación del terreno, y no se basan en descripciones
suficientemente realistas.
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Figura 4.3: Cuando la diferencia de altura entre dos celdas es muy alta, el mate-
rial se reparte reduciendo ésta diferencia.
De acuerdo con la teoría de Mohr-Coulomb se deduce que en caso de ini-
ciarse una avalancha, ésta se producirá en la dirección de máxima pendiente, ya
que en esa dirección es en la que la tensión interna del sistema será máxima.
Por tanto, parece fundamental obtener una buena representación del gradiente
del sistema, para poder decidir, en primer lugar, si debe producirse una avalan-
cha y, en segundo lugar, en qué dirección debe producirse.
La propuesta que se presenta en este trabajo es considerar la malla y el mapa
de alturas asociado como una discretización de la superficie del sistema, y utilizar
las aproximaciones habituales en integración numérica para la aproximación del
gradiente por medio de diferencias divididas. A continuación se define la función
de transición del Autómata Celular a partir de este principio.
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4.3.1. La función de transición
La función de transición, ϕ : S5 → S, determina el estado de una celda en
el siguiente paso de la simulación a partir del estado de la propia celda y de las
celdas vecinas en el paso actual.
Para el cálculo de la función de transición se procede de la forma siguiente.
Para cada celda (i, j) ∈ M, sea h ∈ Sh, la altura de material en la misma y
hb ∈ Pb, la altura de la base. Sean δx y δy las dimensiones de las celdas. Se
calcula en primer lugar la variable auxiliar h′ = hb + h, y se obtiene el vector de
diferencias divididas entre el valor de h′ de la celda y de sus celdas vecinas, por
medio de




h′(i+ 1, j)− h′(i, j)
δx
,




A continuación, se obtiene el valor de β = arctan(|Dh′|), y al que denominaremos
ángulo local. Cuando la pendiente local, β, sea mayor que el ángulo crítico del
sistema, α, se producirá una transición de acuerdo con la siguiente regla.
h(i, j) ← h(i, j)− z+ · (h′x(i, j) + h′y(i, j))
h(i+ 1, j) ← h(i+ 1, j) + z+ · h′x(i, j)
h(i, j + 1) ← h(i, j + 1) + z+ · h′y(i, j) (4.3)
donde z+ es un parámetro del sistema que determina la cantidad de material que
se desplaza a causa de la avalancha, en función de la pendiente del sistema.
El modelo propuesto en este apartado es una generalización del modelo ori-
ginal de Bak, Tang y Wiesenfeld (Bak et al., 1988), en el que los posibles valores
de la variable del sistema son continuos en lugar de tomar únicamente un con-
junto discreto de valores1. Por otra parte, cuando se produce una avalancha, la
dinámica del sistema en las celdas que se ven afectadas por la misma puede con-
siderarse como una discretización del modelo BCRE propuesto por Bouchaud et
1El hecho de tomar un conjunto de valores continuo para los estados de la variable del Autómata
puede suscitar ciertos reparos entre los puristas de los Autómatas Celulares. En el ámbito de este
trabajo no consideramos de especial relevancia el hecho de si el modelo es o no un Autómata Celular
en sentido estricto. No obstante, para una discusión más profunda al respecto puede consultarse el
Apéndice D.
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Figura 4.4: Elementos que intervienen en la regla de actualización.
al. (Bouchaud et al., 1994). Volveremos sobre este detalle más adelante en este
capítulo.
Este primer modelo se apoya en la propiedad de la existencia del ángulo de
reposo del sistema que se obtiene a partir de la teoría de estabilidad de taludes;
la regla de actualización del Autómata determina que si la pendiente local del
sistema supera dicho ángulo en alguna celda, entonces se produce una avalan-
cha en la que la arena empieza a deslizarse por la pendiente, haciendo que la
pendiente baje de nuevo del valor crítico.
4.3.2. Vecindad
De acuerdo con el criterio que se emplea para determinar la actualización
o no de una celda, es necesario conocer la altura de las celdas próximas para
poder obtener una aproximación de la pendiente en cada celda. Cada posible
forma de obtener esta aproximación a la pendiente dará lugar a una formulación
diferente de la función de actualización del Autómata, y a una vecindad diferente,
en función de cuáles de las celdas vecinas se empleen en dicho cálculo.
86 4.3 Modelo de evolución del sistema
En la formalización del modelo que se ha presentado la pendiente se obtiene
a través del gradiente de la función de alturas. Este gradiente se calcula por
medio de diferencias finitas, y en concreto, por medio de las diferencias finitas
laterales, que aproximan la derivada de una función en un punto x0 como
f ′(x0) ' f(x0 + ∆x)− f(x0)∆x
donde ∆x es el tamaño de los intervalos en la discretización.
Esto da lugar a la utilización de la vecindad para la celda (i, j) formada por
las celdas (i + 1, j) e (i, j + 1). En caso de utilizarse diferencias centradas para
el cálculo del gradiente
f ′(x0) ' f(x0 + ∆x)− f(x0 −∆x)2∆x
la vecindad utilizada es la conocida como Vecindad de von Neumann. Figura 4.5.
Figura 4.5: (a) Vecindad de Moore. (b) Vecindad de Von Neumann.
Dado que, en cualquiera de los dos casos la vecindad de von Neumann cubre
las celdas necesarias para obtener la actualización del Autómata, sin pérdida de
generalidad definiremos la vecindad del Autómata propuesto como la vecindad
de von Neumann. Por tanto, par la celda (i, j) ∈M, su vecindad vendrá dada por
V = {(i, j), (i− 1, j), (i+ 1, j), (i, j − 1), (i, j + 1)}.
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4.3.3. Adición y sustracción de material
Con el fin de poder simular la adición y sustracción de material se consideran
las funciones de acciones externas E = {f1, f2}.
A cada paso de la evolución del Autómata, y previamente a la aplicación de
la función de transición ϕ, la función f1 determina el subconjunto de M en el que
va a modificarse la cantidad de material existente.
Sobre este conjunto, la aplicación f2 actúa modificando dicha cantidad de
material, de forma que ésta aumente o disminuya de acuerdo con la acción que
se esté realizando.
Durante una simulación interactiva en tiempo real, el valor de la imagen de
f2 se obtiene por medio de la captura de las acciones del usuario. A modo de
ejemplo, si consideramos la descarga de material por medio de una tolva sobre
un sistema granular, f1(t) será el conjunto de celdas bajo la salida de la tolva,
cuando ésta esté descargando material, y el conjunto vacío cuando la tolva esté
vacía.
Figura 4.6: Adición y sustracción de material.
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4.3.4. Influencia de la geometría de la base del Autómata Ce-
lular
Otra de las características importantes a tener en cuenta en la evolución del
sistema granular es el modo en que el sistema se comporta en función de la
forma de la base sobre la que se sitúa. Por ejemplo, la evolución del sistema
será distinta si estamos descargando material a través de una tolva, sobre una
superficie inclinada o en el interior de un silo cilíndrico.
Los modelos que se han presentado a lo largo de este trabajo consideran un
Autómata abierto, de manera que las celdas situadas en la frontera del Autómata
tienen altura nula. De esta manera, cuando el material alcanza el borde de la
malla abandona el sistema.
Sin embargo, la mayoría de actividades industriales que involucran sistemas
granulares trabajan con elementos como tolvas, silos, volquetes, etc... de manera
que el material se mantiene confinado dentro de un volumen cerrado.
De la misma manera pueden considerarse situaciones en las que el sistema
granular se forme sobre terreno irregular como por ejemplo en simulaciones de
maquinaria de obra civil o en modelos de desprendimientos de tierra o aludes.
Gracias a la inclusión de la base del sistema B(i, j) en el modelo dinámico es
posible considerar estas situaciones. El valor de este parámetro se utiliza durante
la actualización de las celdas del Autómata para determinar la altura mínima que
puede alcanzar una celda.
Dado que el cálculo de la evolución se realiza a partir de las alturas de la
superficie del sistema, no se tiene en cuenta la cantidad de material que queda
en una celda. Antes de realizar una descarga de material se comprueba si la
cantidad substraída de la celda de origen
∆h = z+ · (h′x(i, j) + h′y(i, j))
es mayor a la cantidad disponible en la celda h. De ser así, la cantidad retirada
será ∆h, vaciando completamente la celda, pero evitando que resulte con un
valor negativo. La Figura 4.7 muestra un ejemplo de sistema granular en el que
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la base no es un plano horizontal.
Figura 4.7: Resultado de la creación de un montón sobre una base irregular.
4.4. Validación y análisis del modelo
Una vez presentado el modelo es necesario analizar el significado de los
parámetros del mismo y de su influencia en la dinámica del sistema. Este análisis
permitirá, por una parte, determinar los valores de estos parámetros a partir de
las propiedades de un sistema real y, por otra parte, cuantificar las diferencias
entre el modelo propuesto y el sistema real o, al menos, otro modelo establecido
que pueda servir como referencia.
En primer lugar presentaremos una deducción del valor de la pendiente crítica
del sistema a partir de la teoría de Mohr-Coulomb. A continuación, analizaremos
la evolución del modelo y la compararemos con la del sistema representado por
medio del modelo BCRE. Este análisis nos proporcionará información adicional
sobre el papel del parámetro de velocidad de flujo de material z+ y de cómo debe
ajustarse en función de las necesidades de la simulación.
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4.4.1. Cálculo de la pendiente crítica. Factor de estabilidad
Por medio de la teoría de estabilidad de pendientes y taludes es posible de-
terminar el ángulo máximo al que se sostendrá un terraplén o talud en función
de las propiedades del material. El cálculo puede hacerse por medio de diferen-
tes métodos, incluyendo el uso de elementos finitos. Sin embargo, la teoría de
equilibrio límite proporciona modelos sencillos adecuados para la utilización en
discretizaciones del suelo como la que se emplea en este trabajo.
En el caso particular de materiales granulares como los estudiados aquí, el
modelo resulta especialmente sencillo de aplicar utilizando un análisis de esta-
bilidad de un talud indefinido (Walsh, 2003). Este análisis parte de la suposición
de que la fractura se produce por una línea paralela a la superficie, de forma
que se produce un flujo de material a lo largo ésta. El flujo se produce por el






Figura 4.8: Modelo de estabilidad de un talud indefinido.
Para calcular el valor a partir del cual se producirá el deslizamiento del ma-
terial se utiliza el método del equilibrio límite a lo largo de la pendiente. Se con-
sidera una capa de espesor z, en una pendiente con un ángulo respecto de la
horizontal β.
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En un tramo de longitud unidad sobre la pendiente, en el interfaz que se
encuentra a profundidad z se producen una tensión normal σn y una tensión
tangencial σt:
σn = W cosβ; σt = W sinβ
donde
W = γz cosβ
y γ es la densidad del material.




donde φ es el ángulo de fricción interna del material. Si este coeficiente F es
mayor que 1, entonces la pendiente es estable, mientras que en el caso de que
el valor de este coeficiente sea menor que 1 el sistema no será estable y se
producirá un corrimiento de material a lo largo de la superficie. Este coeficiente
nos permite obtener, a partir del valor del ángulo de fricción interna del sistema, el
ángulo máximo que puede tener la pendiente antes de producirse una avalancha.
Este ángulo corresponde al parámetro α del modelo propuesto (4.3).
En este modelo de pendiente indefinida únicamente queda indeterminado el
valor de la profundidad del interfaz de deslizamiento. De acuerdo con algunos
trabajos sobre el comportamiento de esta capa de material deslizante, el espe-
sor de la misma depende generalmente de las dimensiones de los granos del
material (Boutreux et al., 1998). Se considerará este valor como un parámetro
del modelo, que se obtendrá a partir de las propiedades físicas del material a
partir de los resultados de estos estudios previos.
4.4.2. Consistencia con el BCRE
El modelo propuesto en (4.3) se planteó a partir de los modelos BCRE, pre-
sentados por Bouchaud et al. (Bouchaud et al., 1994), proporcionando una dis-
cretización del modelo continuo de la evolución de la superficie de un sistema
granular que se describió en el Apartado 3.4.
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Con el fin de establecer la relación entre ambos modelos, vamos a analizar su
evolución en un punto dado (xi, yj), durante un intervalo de tiempo δt, correspon-
diente al intervalo entre dos actualizaciones del Autómata Celular. Se mostrará
que, supuestas ciertas simplificaciones en el modelo BCRE y con una correcta
elección del parámetro z+ la diferencia entre ambos modelos tiende a cero con
la longitud del intervalo temporal y el tamaño de las celdas de la discretización
espacial.
Evolución de una celda del Autómata Celular
La evolución del sistema tras el intervalo de tiempo δt en el modelo discreto
consiste en una actualización del valor de la variable de altura en una celda,
de acuerdo con la regla de actualización especificada. La actualización de la
altura de la celda (i, j) dependerá de la actualización de la propia celda, y de la
actualización de sus celdas vecinas (i + 1, j) y (i, j + 1), ya que estas últimas
pueden modificar la altura de la celda (i, j) al actualizarse.
En una situación en la que el comportamiento del material se encuentra en
la fase de flujo (cuando las celdas están cambiando su altura) las tres celdas se
actualizarán. En este caso, la diferencia entre la altura de la celda (i, j) antes y
después de una actualización de todo el sistema será la siguiente
δhC =h(t+ δt)− h(t) =
=z+ (∂xh(i, j) + ∂yh(i, j)− ∂xh(i+ 1, j)− ∂yh(i, j + 1)) (4.4)
Evolución del modelo BCRE
Consideremos ahora el modelo BCRE. En primer lugar, de acuerdo con las
suposiciones que se han llevado a cabo en el desarrollo del modelo, considera-
remos que el espesor de la capa deslizante r es constante en un entorno abierto
A alrededor del punto (xi, yj), centro de la celda (i, j) del Autómata. De acuer-
do con la ecuación (3.21), en (xi, yj) la variación de la altura total del sistema,
4. Modelo de evolución del terreno 93
h = hr + hs, vendrá dada por
∂th = ∂thr + ∂ths = v∇(hr∇hs). (4.5)
Dado que el valor de hr se supone constante en un entorno de (xi, yj), es
posible extraer hr del operador divergencia, obteniendo







Consideremos ahora el desarrollo en serie de Taylor de la variable h(xi, yj , t)
como función del tiempo. Si denotamos como δhB el incremento del valor de h
de acuerdo con el modelo BCRE, obtenemos








De manera similar, el desarrollo en serie de Taylor de ∂xh(·, yj , t) considerada
como función de x y de ∂yh(xi, ·, t) considerada como función de y, resultan en
∂2xxh(xi, yj) =
∂xh(xi+1, yj)− ∂xh(xi, yj)
xi+1 − xi +R1(xi+1 − xi) (4.8)
∂2yyh(xi, yj) =
∂yh(xi, yj+1)− ∂yh(xi, yj)
yj+1 − yj +R2(yj+1 − yj) . (4.9)
A partir de (4.7), y suponiendo que xi − xi−1 = yj − yj−1 = d
δhB = h(t+ δt)− h(t) = δt vhr
(
∂xh(x+ d, y)− ∂xh(x, y)
d
+




+ R(δt)2 . (4.10)
Convergencia de los dos modelos
Las expresiones (4.4) y (4.10) proporcionan, respectivamente, la variación del
modelo propuesto, δhC , y una aproximación, basada en diferencias finitas, de la
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variación del modelo BCRE simplificado, δhB , tras el intervalo de tiempo que
transcurre entre dos actualizaciones del Autómata δt.





entonces la diferencia entre las expresiones (4.4) y (4.10) resulta
δhC − δhB = δt vhr(R1 +R2)d+R(δt)2 (4.12)
que expresa la diferencia entre la evolución entre ambos modelos en el punto
(xi, yj), centro del nodo de la malla (i, j).
Por tanto, en una situación en la que el espesor de la capa deslizante de
material en el modelo BCRE es constante en un entorno de un punto (xi, yj),
y en la que, por tanto, las tres celdas (i, j), (i + 1, j) y (i, j + 1) se encuentran
activas (i.e. en la celda (i, j) el sistema se encuentra en la fase de flujo), el modelo
discreto propuesto en (4.3) equivale a una discretización consistente del modelo
continuo (4.6).
Es importante destacar que la suposición de una altura constante o, al me-
nos, con una variación pequeña, no es gratuita. El tipo de sistemas en los que
nos centramos se modelan bien por medio del modelo de estabilidad de taludes
empleado en el Apartado 4.4.1. Este modelo, utilizado habitualmente en geome-
cánica, considera la profundidad de la capa en movimiento como constante a lo
largo de toda la pendiente.
Analicemos también el valor obtenido para z+. En primer lugar, la obtención
de la expresión (4.11) permite una correcta parametrización del modelo a par-
tir de parámetros de otros modelos bien conocidos, y para los que se conocen
valores aproximados (Wong, 2001). De esta forma, además de validar analítica-
mente el comportamiento del modelo propuesto, se introducen las herramientas
para llevar a cabo simulaciones sobre materiales concretos.
Esta elección de z+ involucra tanto el parámetro de discretización temporal δt
como el parámetro de discretización espacial, d. La introducción de este segundo
parámetro garantiza la suavización de las irregularidades que puedan aparecer








Figura 4.9: Variables involucradas en la expresión de z+.
sobre el sistema, de acuerdo con el comportamiento observado en el modelo
BCRE (Bouchaud et al., 1995) como en el modelo precursor de Hwa y Kardar
(Hwa and Kardar, 1992).
De hecho, al introducir la distancia entre posiciones discretas como numera-
dor, el resultado es que el modelo se reduce a una versión no lineal del operador
de Laplace (∂2xx + ∂2yy). La no linealidad proviene de la utilización de un umbral
por debajo del cual la solución se anula. En el modelo resultante de tomar z+
según la expresión (4.11) el umbral es el encargado de la conservación del án-
gulo de reposo del sistema, mientras que el modelo de difusión constituido por la
descarga de material garantiza una solución suave.
4.4.3. Variación del parámetro de descarga
En el Apartado 4.4.2 se ha deducido un valor para z+ que permite garantizar
que bajo ciertas circunstancias el comportamiento del modelo es similar al de
otros modelos ya existentes. No obstante, esta elección de z+ da lugar también
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a la aparición de ciertos comportamientos de la forma de la superficie que no
concuerdan con las observaciones en sistemas reales. Si en una pendiente se
produce una avalancha es de esperar que transcurran varios segundos antes de
que el material que está deslizando alcance la base de la misma. Sin embar-
go, en el modelo que resulta de fijar z+ de acuerdo con (4.11) el efecto de la
avalancha será apreciable en la base tras un número fijo de pasos.
De acuerdo con la expresión (4.6) la evolución de la superficie a escala me-
nor corresponde a un modelo de difusión, que hace que la dispersión de las
variaciones de la superficie desaparezcan antes de que sea posible apreciar una
propagación de las mismas. Para conseguir un control sobre la velocidad de la
propagación de irregularidades en la superficie es necesario sustituir el mode-
lo de difusión por un modelo de transporte como la ecuación de ondas. Este
objetivo puede conseguirse suprimiendo d del denominador en la expresión de
z+ (4.11). Sin embargo, en este caso la difusión de las irregularidades, también
observada en sistemas reales, no sería tan apreciable.
Para mantener ambos efectos, vamos a introducir una expresión de z+ que
variará según el estado local del sistema. Cada celda utilizará un valor diferen-
te del coeficiente de descarga, en función del estado de las celdas vecinas. En
aquellas celdas en las que el ángulo β sea mucho mayor que el ángulo crítico
α, el modelo utilizará el valor de z+ del Apartado 4.4.2, permitiendo una mayor
difusión del material, mientras que en las celdas en las que el ángulo de la super-
ficie sea próximo al ángulo crítico, β ' α, se utilizará zˆ+ = z+d. Por medio de un
razonamiento similar al desarrollado en el Apartado 4.4.2, es posible probar que
en este caso el modelo de Autómata Celular es una discretización de la ecuación
de ondas de orden uno
ut + aux = 0.
Si deseamos que el comportamiento del sistema a partir de un determinado
valor de β = η, α < η < pi2 sea el del modelo que se obtiene por medio de z+
según la expresión (4.11), puede tomarse cualquier función monótona creciente,
continua, zˆ+(x) : [α, pi2 [→ R que cumpla zˆ+(α) = z+d, y zˆ+(x) = z+, ∀x ∈ [η, pi2 [.
Esta modificación introduce un cambio en la función de transición ϕ en la
que debe sustituirse z+ por la función zˆ+. Si la elección de zˆ+ se realiza por
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medio de alguna familia de funciones, entonces se está introduciendo también
un nuevo conjunto de parámetros, que determinarán la expresión particular de
dicha función. La función de transición es similar a la presentada anteriormente,
pero utilizando en este caso zˆ+
h(i, j) ← h(i, j)− zˆ+(β) · (h′x(i, j) + h′y(i, j)− 2α)
h(i+ 1, j) ← h(i+ 1, j) + zˆ+(β) · (h′x(i, j)− α)
h(i, j + 1) ← h(i, j + 1) + zˆ+(β) · (h′y(i, j)− α) (4.13)
4.4.4. Elección de los parámetros de simulación
En el Apartado 4.3 presentamos un modelo dinámico para la evolución de
la superficie de un sistema granular. Este modelo se basaba en un conjunto re-
ducido de parámetros, que se dejaban indeterminados. En este Apartado hemos
revisado estos parámetros, analizando su significado físico y deduciendo, a partir
de las propiedades básicas de los sistemas granulares, expresiones que permi-
ten su ajuste, por medio de otros parámetros más básicos de las propiedades
físicas del sistema granular considerado.
De esta manera es posible llevar a cabo una simulación de un sistema gra-
nular a partir de la información sobre sus propiedades, que pueden encontrarse
en diferentes textos especializados (Shen and Kushwaha, 1998). Este análisis
se utilizará posteriormente en el Capítulo 7 para la realización de pruebas de
validación del modelo más exhaustivas.
4.4.5. Propiedades estadísticas del sistema
Una de las propiedades bien conocidas de los modelos de pila de arena es
el echo de tienen un comportamiento Crítico Autoorganizado. Esto implica que
el espectro de frecuencias S(f) del tamaño de las avalanchas es inversamente
proporcional al valor de f , S(f) = f−α, de forma que la frecuencia de avalanchas
de gran tamaño es muy pequeña. En el Apéndice C se pueden encontrar más
detalles sobre los sistemas Críticos Autoorganizados.
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Si se confirma la existencia de una relación de proporcionalidad inversa entre
el tamaño de las avalanchas y su frecuencia, esta propiedad permitirá la simu-
lación de un sistema granular con un crecimiento del coste lineal respecto al
número de celdas por unidad de longitud.
Se ha desarrollado un conjunto de experiencias destinadas a determinar la
distribución de frecuencia de las avalanchas de acuerdo con su tamaño. Para
ello, se ha realizado el experimento habitual en este tipo de comprobaciones
(Bak et al., 1988) que consiste en utilizar una pendiente y depositar cantidades
aleatorias de material en la parte superior. Para conocer la posible dependencia
de las propiedades del sistema respecto a sus dimensiones, el experimento se
ha realizado para pendientes de diferente longitud y se han obtenido resultados
similares.
Resultados
Los resultados obtenidos por medio de los experimentos muestran una re-
lación clara entre el tamaño de las avalanchas y su frecuencia. La Figura 4.10
muestra la relación entre el logaritmo de las dimensiones de las avalanchas y el
logaritmo de su frecuencia.
La existencia de una relación lineal entre ambos valores, con un coeficiente
de correlación r = 0,985 indica que el espectro de frecuencias es de la forma
S(f) = f−α, donde α es la pendiente de la recta de regresión obtenida. Co-
mo indicábamos, esta propiedad es relevante desde el punto de vista del coste
computacional asociado a la simulación del sistema, como veremos detallada-
mente en el Capítulo 7.
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Figura 4.10: Relación entre el tamaño de las avalanchas y su frecuencia. La
regresión muestra claramente un a relación de tipo 1/f indicadora de la ausencia
de escala en las propiedades estadísticas del sistema.
4.5. Introducción de inercia en el modelo
El proceso de fractura e inicio de una avalancha, descrito en el Apartado 4.4.1,
está causado por la energía potencial de las partículas. De esta forma, el ángulo
de reposo del sistema depende de la capacidad de la fricción interna del material
para impedir el inicio del movimiento de las partículas, de acuerdo con la ley de
fricción seca de Coulomb.
Sin embargo, durante una avalancha formada por multitud de partículas que
se deslizan por la pendiente, a la energía potencial de las partículas en reposo
hay que sumar la energía cinética que reciben a causa de las colisiones con la
capa deslizante. Por este motivo, es razonable esperar que el ángulo que alcanza
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el sistema tras una avalancha sea menor que el ángulo de reposo del sistema
obtenido a partir de la fricción interna del mismo.
Diversos autores se han planteado esta hipótesis, proponiendo diferentes mo-
delos de sistemas granulares con inercia (Prado and Olami, 1992; Goles et al.,
1998; Nerone and Gabbanelli, 2001). Estos modelos han podido reproducir com-
portamientos que no se apreciaban en los modelos sin inercia, y sí en los siste-
mas reales, confirmado la existencia de una influencia en la dinámica del sistema.
De acuerdo con diferentes estudios, se han observado dos efectos principales
de la inercia en un sistema granular. El primero es, como ya se ha indicado, un
ángulo de reposo menor que el definido por la ley de Mohr-Coulomb, cuando fina-
liza una avalancha. El segundo es lo que se conoce como corrección logarítmica
en la forma de la pendiente (Alonso and Herrmann, 1996). En los sistemas reales
se ha observado que las pendientes no adquieren una forma completamente rec-
ta, sino que en la base siguen una curva aproximadamente logarítmica.
A continuación se propone una modificación en el modelo de pila de arena
propuesto en el Apartado 4.3 que permitirá considerar el efecto de la inercia en
las avalanchas de material que se producen en el sistema granular. Para ello se
introduce una nueva variable en el modelo y se modifica la función de transición
del Autómata Celular.
4.5.1. Modelo de pila de arena con inercia
Para adaptar el modelo de evolución de la pila de arena descrito en los Apar-
tados 4.2 y 4.3 vamos a basarnos en los principios utilizados en los modelos
anteriores de Goles et al. (Goles et al., 1998). En este modelo se modifica un
Lattice Model, con una descripción similar al Modelo de Pila de Arena de Bak et
al. (Bak et al., 1988). En el modelo con inercia se tiene en cuenta si una celda
está en movimiento o no, y por medio de una función aleatoria se permite que
siga avanzando aunque la pendiente local esté por debajo de la pendiente críti-
ca del sistema. A partir de este sencillo esquema la corrección logarítmica de la
pendiente (Alonso and Herrmann, 1996) surge de forma natural.
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En nuestro caso, proponemos un modelo determinista, pero basado en los
mismos principios. En el modelo propuesto en el Apartado 4.3 las avalanchas
se inician y se detienen utilizando el mismo ángulo crítico α. El modelo que se
propone a continuación considera un segundo ángulo de reposo αI < α que se
utilizará para detener las avalanchas. Para la descripción del modelo utilizaremos
la misma formalización presentada en el Apartado 4.2, indicando únicamente los
elementos de (4.1) que se van a modificar.
Variables del sistema
En primer lugar, para determinar el estado de una celda debemos añadir una
variable de estado que nos indicará si el material de dicha celda se encuentra
fluyendo o no. Para ello introduciremos una variable booleana I que tomará úni-
camente los valores verdadero (1) o falso (0). Por tanto, el conjunto de estados
del Autómata quedará definido como
S = Sh × SI = [0,∞[×{0, 1}, (4.14)
y el estado de la celda (i, j) quedará determinado por el binomio
S = (h(i, j), I(i, j)) ∈ S.
Como alternativa a esta definición del estado de una celda, la variable que
indica su inercia I puede tomarse como un valor real positivo que indique alguna
medida de la energía cinética del material que está en movimiento. No obstante,
aquí se mantendrá el modelo booleano.
Parámetros del sistema
De acuerdo con el modelo de inercia se ha esbozado, el sistema debe con-
siderar un nuevo parámetro global αI que representa el ángulo de reposo del
sistema cuando se produce una avalancha. El conjunto de parámetros no se
modificará. En caso de considerarse la posibilidad de que la variable I tome un
valor real positivo, este parámetro podría convertirse en una función αI(I) que
dependería de esta variable del sistema.
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La función de transición
Una vez revisados los parámetros y variables del sistema, debemos indicar
la forma en que se va a calcular la dinámica de las celdas del Autómata. Esto
supone la modificación de la función de transición. Como hemos indicado, los
elementos del Autómata que no se modifican expresamente permanecen como
en el modelo del Apartado 4.3, con lo que la vecindad permanece sin cambios, y
la función de transición sigue siendo ϕ : S5 → S.
En el modelo sin inercia la evolución del sistema se obtenía comparando el
ángulo de la pendiente β con el ángulo crítico del sistema α. En el nuevo modelo,
cuando se esté calculando la evolución de una celda, antes de llevar a cabo la
comparación que decidirá si se debe producir intercambio de material se com-
probará el estado de la variable I. En caso de que sea I = 0, indicará que la
celda no tiene material en movimiento, y se empleará el ángulo crítico α, deter-
minado por la ley de Mohr-Coulomb. En caso de que, por el contrario, sea I = 1,
indicando que hay material en movimiento sobre la celda, se empleara el ángulo
crítico αI .
Analicemos ahora la cantidad de material descargado. En el modelo sin iner-
cia, la cantidad de material que se desplaza de una celda a la celda vecina viene
determinado por z+β > z+α. Este comportamiento, habitual en los modelos de
pila de arena, tiene el inconveniente de dar lugar a una discontinuidad en el flujo
de material; cuando el ángulo de la pendiente baja del valor α el flujo de mate-
rial pasa de z+ tanβ a cero en un sólo paso de la evolución del sistema. Este
comportamiento no es coherente con la idea de la introducción de inercia, pues
supone una pérdida repentina de la energía cinética del sistema.
Por tanto, en el nuevo modelo introduciremos otra modificación además de
la comprobación del estado de la variable I; la cantidad de material descargado
dependerá de la diferencia entre el ángulo del sistema y el ángulo de reposo
β − αI . A continuación se describe el cálculo de la evolución del sistema por
medio de la función de transición.
Para cada celda (i, j) ∈ M, sea h ∈ Sh, la altura de material en la misma,
hb ∈ Pb, la altura de la base e I ∈ SI . Sean δx y δy las dimensiones de las
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celdas. Al igual que en caso anterior se calcula la variable auxiliar h′ = hb + h, y
se obtiene el vector de diferencias divididas entre el valor de h′ de la celda y de
sus celdas vecinas:




h′(i+ 1, j)− h′(i, j)
δx
,




obteniéndose a continuación β = arctan(|Dh′|). Si I = 0 se comprueba si β > α.
En caso contrario, se comprueba si β > αI . Si la comprobación correspondiente
al valor de I resulta positiva, entonces se calcula el valor de zˆ+(β) producirá una
transición de acuerdo con la siguiente regla.
h(i, j) ← h(i, j)− zˆ+(β) · (h′x(i, j) + h′y(i, j)− 2αI)
h(i+ 1, j) ← h(i+ 1, j) + zˆ+(β) · (h′x(i, j)− αI)
h(i, j + 1) ← h(i, j + 1) + zˆ+(β) · (h′y(i, j)− αI) (4.16)
La utilización de αI en el cálculo de la cantidad de material desplazado, inde-
pendientemente del valor de I, permite además reproducir el carácter discontinuo
de la formación de una avalancha por fractura. Al inicio de la avalancha la canti-
dad de material que empieza a fluir es estrictamente positivo, incluso en el caso
en que la pendiente crítica sea sólo una cantidad diferencial por encima de α.
4.5.2. Análisis del comportamiento del modelo
Tras el cambio introducido en el modelo cabe plantearse hasta que punto la
dinámica descrita por (4.16) sigue mostrando un comportamiento similar al que
se observa en el modelo BCRE.
Por medio de un análisis similar al llevado a cabo en el Apartado 4.4.2 es
posible demostrar que para valores de β próximos a α el comportamiento del
modelo discreto que se acaba de presentar sigue la misma dinámica que la capa
estática hs del modelo BCRE, consistente en un modelo de transporte.
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4.6. Conclusiones
Por medio de la combinación de las propiedades de los sistemas granulares
con el modelo computacional de los Autómatas Celulares, se ha presentado un
modelo que permite la simulación de una pila de arena de forma realista.
El nuevo modelo se basa en el conocido modelo BCRE que describe la evo-
lución de la superficie del sistema y se presenta como una discretización del
mismo. A lo largo de este capítulo se ha mostrado la consistencia del modelo
discreto con la base teórica que lo motiva.
Con el fin de facilitar la aplicación del modelo a casos prácticos, se han ana-
lizado los parámetros z+ y α, para determinar la forma de ajustarlos a partir de
las propiedades del sistema simulado. Este análisis ha permitido además propo-
ner una variación del modelo que permite un mayor control sobre la velocidad de
propagación de las avalanchas.
Por último se ha ofrecido una variación del modelo que permite considerar el
efecto de la inercia en el modelo de avalanchas gracias a la introducción de un
segundo ángulo crítico en el sistema, que se utiliza para decidir la parada de una
avalancha.
De acuerdo con los objetivos planteados, hemos conseguido presentar un
modelo de sistema granular basado en las propiedades físicas del sistema, per-
mitiendo la realización de simulaciones realistas. En los próximos capítulos conti-
nuaremos desarrollando este modelo con el fin de alcanzar los objetivos tanto en
el proceso de interacción con otros elementos de la simulación como de mostrar
su eficiencia.




Interacción del terreno con una
herramienta
5.1. Introducción
En el Capítulo 4 se presenta un modelo de evolución realista (4.3) y (4.16) que
permite la simulación de un sistema granular, así como la adición y sustracción
de material del mismo. Sin embargo no es posible la interacción dinámica con el
sistema por medio de la aplicación de fuerzas sobre el mismo, así como de la ob-
tención de fuerzas de reacción. En este capítulo realizaremos las modificaciones
necesarias para permitir la interactividad con el sistema granular.
En primer lugar se presenta el cálculo de colisiones utilizado para detectar
la existencia de contacto entre el sistema granular y los objetos del entorno. Se
muestra la información que se extrae de este cálculo, y que se emplea para
obtener una descripción geométrica del estado del sistema durante una colisión.
A continuación se utiliza esta descripción para exponer la forma en que se
calcula la evolución del sistema durante el contacto y cómo se obtienen las fuer-
zas de contacto. Se considera la aplicación de fuerzas sobre la superficie del
montón, y la forma en que éste evoluciona. Para conseguir la simulación de es-
te efecto, se proponen dos modelos diferentes: un primer modelo en el que el
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material se considera incompresible, y por tanto con densidad constante, y un
segundo modelo en el que el material se comprime ante la acción de una fuerza
vertical. El primer modelo se basa únicamente en el desplazamiento del material
saliendo de la zona en contacto, mientras que el modelo de material compresible
calcula la fuerza de reacción del material a partir del grado de compresión del
mismo.
Se propone también un modelo de interacción entre el sistema y una herra-
mienta cuando se produce un interfaz vertical. En este capítulo entenderemos
por interfaz vertical la frontera entre la región del sistema granular que está en
contacto con u objeto, y la región que está libre. Cuando se produce un contac-
to, pueden producirse en esta frontera desplazamientos horizontales de material,
similares al que se puede observar cuando una pala de excavadora empuja una
porción de terreno. En este caso, se propone una discretización de modelos de
geomecánica para la obtención de la evolución del terreno y de las fuerzas que
actúan sobre la pala.
5.2. Detección de colisiones
A partir de la representación empleada para el sistema granular, la detección
de las colisiones de los objetos del entorno virtual con el mismo se reduce a
la detección del contacto entre un objeto arbitrario con una mapa de alturas.
Este hecho permite la utilización de algoritmos específicos como la proyección
de rayos e incluso la optimización de este proceso por medio del uso de la tarjeta
gráfica, como se ha visto en el Capítulo 2.
El objeto de este trabajo, sin embargo, se centra el el desarrollo de los mo-
delos dinámicos de evolución del terreno y de la interacción con el entorno. Por
este motivo no entraremos en detalles demasiado técnicos en lo que respecta
al cálculo de colisiones. El objetivo de este apartado no es la propuesta de un
procedimiento para el cálculo de colisiones sino determinar cuál es la informa-
ción que es necesario extraer del proceso de detección de colisiones para poder
formalizar adecuadamente los modelos dinámicos de interacción que se propon-
drán más adelante en este capítulo.
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Lo que se expone a continuación es la descripción del procedimiento de de-
tección de colisiones que se ha empleado durante el desarrollo del presente tra-
bajo, sin entrar en detalles sobre la implementación de los métodos numéricos
subyacentes o de las posibles optimizaciones algorítmicas y en el procesador
gráfico.
5.2.1. Creación del mapa de contactos
El modelo dinámico en el que nos basamos para la evolución del sistema
granular es un modelo discreto, que fracciona el sistema en una cuadrícula regu-
lar. Por este motivo, el cálculo de las colisiones y la representación de la región
en contacto se realizará a partir de esta discretización. Cuando se detecten co-
lisiones se realizará una proyección de la región en contacto sobre la base del
sistema, asignándole a cada celda un porcentaje o proporción de su área como
ocupado o tapado por la colisión.
Figura 5.1: Con el fin de evitar cálculos innecesarios, en primer lugar se proyec-
ta la caja envolvente del objeto sobre el sistema, de forma que únicamente se
comprobará la posibilidad de colisiones con las celdas afectadas.
Al consistir el sistema en un mapa de alturas sobre una malla cuadrada, se
calcula la caja envolvente del objeto que se desea comprobar alineada la di-
rección de las celdas del sistema, y se proyecta verticalmente sobre el mismo
(Figura 5.1).
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Esta proyección da como resultado un rango de celdas que debe ser com-
probado para determinar si efectivamente existe contacto, evitando así realizar
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Figura 5.2: El cálculo de la celda sobre la que se encuentra un punto puede
hacerse por medio del ancho y alto de las celdas.
Para calcular la celda en la que se encuentra una esquina de la caja envol-
vente, calcularemos la distancia entre el inicio de la malla y el punto donde se
encuentra esta esquina y lo dividiremos por el ancho de la celda. De acuerdo con













donde [·] representa la parte entera de su argumento.
Como ya se ha indicado, el objetivo es determinar un área de ocupación para
cada celda que se encuentra en contacto con el objeto. Por tanto, se buscará la
detección de todas aquellas celdas que tienen parte de su superficie ocupada por
un objeto del escenario. Uno de los procedimientos empleados para llevar a cabo
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Figura 5.3: Posición de los segmentos verticales utilizados para la detección de
colisiones.
esta tarea es la detección del contacto de un segmento con un objeto (Sumner
et al., 1999); el segmento se definirá por medio de sus extremos, situados en la
base del sistema y en la superficie del mismo, sobre la vertical del otro extremo
(véase la Figura 5.3).
En primer lugar se sitúa un segmento en cada intersección entre cuatro cel-
das. La altura de este segmento será la mayor de las 4 alturas de las celdas
adyacentes. Si se detecta la existencia de un contacto entre el segmento y un
objeto del escenario, significa que al menos la celda de mayor altura tiene parte
de su superficie invadida por el objeto (véase la Figura 5.4).
A partir de la información de la profundidad del contacto y de la altura de las
4 celdas es posible determinar cuáles de ellas están efectivamente colisionando
y cuáles no. De esta manera se obtendrá un mapa con todas las intersecciones
entre celdas que se encuentren en el interior de un objeto, y por tanto todas
aquellas celdas que tienen parte de su superficie ocupada por una colisión.
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Figura 5.4: Cuando se detecta un contacto con una intersección de cuatro celdas
indica que las cuatro están en contacto con el objeto.
5.2.2. Descripción del estado de la colisión
Una vez se detecta la existencia de colisiones en una intersección es necesa-
rio almacenar la información asociada. De cada contacto se almacenará el punto
de contacto sobre la superficie del objeto p, la profundidad del contacto en la
dirección vertical d0 y la dirección normal n (véase la Figura 5.5). Además, se
obtendrá la velocidad del punto de contacto sobre el objeto v. El material gra-
nular se desplazará o comprimirá, adoptando la forma del objeto en contacto, lo
que justifica esta elección de n como perpendicular al objeto y no a la superficie
del terreno.
Con el fin de definir el modelo dinámico a partir de la información de colisiones
de una celda, se almacenará información sobre una única colisión en cada una
de las celdas. Sin embargo, para una celda puede haber hasta cuatro colisiones
relacionadas, debidas al contacto de un objeto con sus cuatro esquinas. Por este
motivo, antes de almacenar la información sobre una celda se debe procesar la
información de sus cuatro esquinas.
Para las colisiones vamos a suponer a la hora de hacer los cálculos que
todas las superficies que están colisionando con una celda son planos, y que son
perpendiculares a los tres ejes principales. Esto implica que cuando se detecta
una colisión con un segmento vertical todo el objeto que está colisionando con
la celda está a la misma altura y como altura se va a tomar el promedio de las
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(a) (b)
Figura 5.5: Cuando se produce un contacto entre un objeto y la malla se almace-
na el punto de contacto p, la profundidad d0 y la normal n.
cuatro alturas de las cuatro esquinas.
El punto de contacto que se utilizará es el promedio de los cuatro puntos de
contacto obtenidos. Esto se puede calcular a partir de la altura promedio calcu-
lada y del centro de la celda.
Si las cuatro esquinas no están colisionando, actuaremos de la misma ma-
nera; consideraremos que el objeto que está colisionando contra la celda es una
caja alineada con los ejes y que corta las aristas de la celda en los mismos
puntos que el objeto real (véase la Figura 5.6).
Ocupación de las celdas
Para introducir el modelo dinámico que considere la interacción del terreno
con un objeto introduciremos nuevas variables de estado relacionadas con el
porcentaje de ocupación de una celda del Autómata. Pero previamente debemos
indicar de qué manera determinaremos la ocupación de cada celda.
A partir de la descripción anterior, una celda que no tenga todas sus esquinas
ocupadas tendrá una parte libre. La celda tendrá asociadas cuatro cantidades:
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Figura 5.6: La región en contacto sobre una celda se extiende a un paralelepípe-
do alineado con los ejes de la celda que envuelve completamente la intersección
entre la celda y el objeto.
la cantidad de material contenido en la celda M , el área libre de la celda A y dos
alturas h1 y h2. La primera altura h1 es la altura desde la base hasta la altura que
se ha considerado para la colisión. La cantidad de material que hay contenido
en ese volumen será h1 · δx · δy. Por tanto, desde la altura h1 hasta la superficie
del montón tendrá que haber suficiente altura como para albergar al resto de
material contenido en la celda, h2 = (M − h1 · δx · δy)/A (véase la Figura 5.7)
Si el objeto que está colisionando se desplaza horizontalmente, entonces la
cantidad de superficie libre variará, y la altura del sistema sobre el área libre
aumentará o se reducirá de forma que se conserve el material.
En esta situación, no se produce ningún desplazamiento de material entre
celdas a causa del movimiento del objeto. Únicamente a causa de la diferencia
de altura entre la celda que está parcialmente ocupada y las celdas vecinas.
Sin embargo, de acuerdo con los estudios sobre la interacción entre una he-
rramienta y el terreno, este no es el comportamiento que cabe esperar en un
sistema real. Por el contrario, cuando un objeto parcialmente enterrado se des-
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Figura 5.7: Cuando un objeto entra en contacto con una celda, es posible que
parte de su superficie no quede cubierta. A partir de la cantidad de material
contenido en una celda, y de su superficie libre, es posible conocer la altura de
su superficie.
plaza horizontalmente debe producirse una ruptura del volumen de material que
queda frente a él, deslizándose la capa superior. A esta ruptura se la denomina
fractura. Más adelante, en el Apartado 5.5 se propone un modelo que permite
simular esta situación.
Antes de describir el modelo dinámico considerando estas situaciones se fi-
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jará la información más relevante del interfaz vertical que aparece en una celda
parcialmente cubierta, y que provocará este desplazamiento.
5.2.3. Interfaces verticales
De acuerdo con la descripción de los contactos que se ha realizado en el
apartado anterior, una celda que no está completamente ocupada por el objeto
que está colisionando supondremos que está invadida por una caja alineada con
los ejes.
Por tanto, la región que está ocupada por esta caja y la región de la celda
que está libre de colisión estarán delimitadas por uno o dos planos verticales. En
la Figura 5.7(a) se puede observar una situación de colisión en la que se dan
ambos casos; en la celda (i, j) la región en contacto está separada de la región
libre de él por dos planos, mientras que en la celda (i, j − 1) estas dos regiones
están delimitadas únicamente por un plano.
Figura 5.8: A cada plano vertical que delimita la zona que está colisionando y la
zona libre de colisión en una celda la denominaremos interfaz vertical.
A cada uno de estos planos verticales que delimitan las dos regiones de la
celda los denominaremos interfaces verticales. En la Figura 5.8 se muestra en
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rojo un interfaz vertical provocado por la colisión de la caja blanca. A continua-
ción se describen estos interfaces por medio de un conjunto de variables que
permitirán desplazar el material de forma realista.
Variables de un interfaz
De acuerdo con la descripción que se ha realizado de la región de contacto,
para determinar el volumen de material que se ha desplazado (el volumen ocu-
pado) por un objeto en contacto con una celda, únicamente es necesario conocer
los lados del paralelepípedo que representa la intersección. Esta información ya
ha sido obtenida durante el proceso de cálculo de colisiones.
Para poder desplazar material a cada paso de evolución del modelo, nece-
sitamos conocer la variación de este volumen. Este proceso se llevará a cabo
incrementalmente, a partir de la variación de los lados de la intersección. Esto
permitirá conocer el avance de cada uno de los interfaces verticales y actuar de
la forma correcta.
(a) Celda con un interfaz (b) Celda con dos interfaces
Figura 5.9: En cada celda con interfaces verticales se almacena la distancia ho-
rizontal desde el interfaz vertical hasta la arista opuesta s.
Por tanto, para cada interfaz vertical se almacena la distancia horizontal que
hay desde los bordes de la celda hasta el objeto en contacto, denotada por s
(véase la Figura 5.9). Estas distancias son las que permiten determinar la super-
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ficie de la celda que está cubierta.
Para poder calcular correctamente el material que desplaza un objeto en mo-
vimiento es necesario conocer la superficie del objeto que está expuesta al te-
rreno. Dado que conocemos la altura del interfaz, dada por d0, únicamente resta
determinar la anchura del mismo, a la que denotaremos w. En el caso de una
celda que únicamente cuenta con un interfaz vertical, esta anchura coincide con
el ancho de la celda, pero cuando sobre una celda hay dos interfaces verticales
el ancho de cada uno de ellos depende de la distancia s del otro interfaz.
En la Figura 5.10 se muestra esta situación. Sobre la celda mostrada se está
produciendo una colisión en su esquina inferior derecha, mientras que las otras
tres esquinas quedan libres. En este caso se producen dos interfaces verticales;
el interfaz I1, perpendicular a la dirección de aumento de la coordenada j, y el
interfaz I2, perpendicular a la dirección de aumento de la coordenada i. Como
puede apreciarse en la Figura 5.10, el valor de w1 coincidirá con s2, y el valor de
w2 con s1.
Figura 5.10: Cálculo de de la anchura de un interfaz vertical w cuando la celda
tiene dos interfaces perpendiculares.
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5.2.4. Gestión eficiente de las colisiones
Dado que los modelos que se están desarrollando están orientados a la simu-
lación en tiempo real, es crucial la gestión eficiente de las estructuras de datos
relacionadas con cada elemento del modelo, y en particular con las colisiones.
Con el fin de evitar el coste asociado a la reserva de memoria cada vez que se
produzca un contacto con el sistema, se utilizarán vectores con un tamaño fijo.
Durante una simulación, el número de celdas que pueden llegar a encontrarse
en contacto con un objeto puede variar, desde cero a valores relativamente gran-
des. En cualquier caso, este número no depende de la cantidad de celdas que
tenga la representación del terreno, sino del área en contacto en cada instante y
de la densidad de celdas por unidad de área.
En realidad, en una situación de simulación como las que motivan este traba-
jo, la cantidad de terreno que estará colisionando en cada instante es una porción
reducida de la superficie total del entorno de simulación. A modo de ejemplo po-
demos pensar en la cantidad de superficie que colisiona con una excavadora
durante una sesión de trabajo; únicamente las ruedas del vehículo y la pala se
encontrarán en contacto con el terreno.
Por este motivo, la cantidad de memoria que se reserve para almacenar las
estructuras de colisiones se debe prever teniendo en cuenta esta posible super-
ficie de contacto, y no el número total de celdas del sistema.
Una vez obtenida una descripción de las colisiones que se pueden producir
entre un objeto y el sistema granular, ya es posible formular un conjunto de mo-
delos dinámicos que permitan la simulación del terreno de forma interactiva. En
primer lugar, en los Apartados 5.3 y 5.4 se aborda el problema de la aplicación
de fuerzas perpendiculares al sistema. Más tarde, en el Apartado 5.5 se analiza
el problema del desplazamiento horizontal de material.
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5.3. Aplicación de fuerzas sobre materiales no com-
presibles
La simulación interactiva de un sistema granular pasa, necesariamente, por
calcular la deformación del terreno, problema que ha sido estudiado por multiples
autores, pero también por el cálculo de las fuerzas de reacción debidas al con-
tacto. Este cálculo es una de las principales carencias en los modelos actuales,
pero sin él no es posible conseguir una simulación realista de los objetos de la
escena cuando colisionan con el terreno.
En primer lugar se propone un modelo de fuerzas que permite una simulación
interactiva del terreno con un escaso esfuerzo computacional y de implementa-
ción. Este primer modelo supone que el material granular no es compresible, y
permitirá desarrollar de forma clara la metodología que se va a seguir para simu-
lar las interacciones. La evolución del sistema dependerá de la manera en que
se distribuye la presión en el interior del sistema.
5.3.1. Tensión en el interior de los sistemas granulares
Consideremos un sistema granular y la aplicación de una fuerza sobre un
área de su superficie. La presión ejercida sobre el sistema se propagará por
medio de los contactos entre las partículas del sistema, produciéndose líneas
de fuerza no sólo verticalmente, sino también hacia los laterales (véase la Figu-
ra 5.11).
Mientras la tensión que se acumula entre los contactos de las partículas no
sea muy elevada, la fricción interna del sistema mantendrá la configuración es-
table. Sin embargo, al aumentar la presión sobre la superficie, el aumento de la
tensión sobre los contactos provocará un desplazamiento del material. Dado que
partimos de la suposición de que el material no es compresible, el desplazamien-
to del material deberá ocurrir, hacia los lados, y hacia arriba por el contorno de
la zona presionada (Hiroma et al., 1997).
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Figura 5.11: Propagación de la tensión en el interior de un sistema granular.
Aplicación de fuerzas sobre el Automata Celular
La descripción anterior se basa en el comportamiento interno de los sistemas
granulares. Pero para poder aplicarla sobre el modelo dinámico del Capítulo 4 es
necesario realizar una descripción que se base únicamente en el comportamien-
to de la superficie. A continuación se enuncia una descripción fenomenológica
del comportamiento del material bajo una presión sobre su superficie.
Si descartamos los procesos internos del sistema granular, el comportamien-
to descrito anteriormente puede resumirse por medio de la siguiente regla:
Si una fuerza suficientemente grande, f , se aplica sobre una región
del sistema se produce un movimiento de material desde esta región
hacia su contorno.
Esta descripción macroscópica de la dinámica del sistema, conduce a modi-
ficar la función de transición para que refleje este comportamiento. Traducido a
la formalización que hemos venido utilizando, puede enunciarse de la siguiente
forma:
Cuando la diferencia de presión vertical entre dos celdas contiguas
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es muy alta, se produce un intercambio de material, de la celda con
mayor presión, a la celda con menor presión.
Consideremos ahora la situación en la que, además de la presión normal, se
ejerce también una fuerza tangencial a la superficie del sistema. Esto puede pro-
ducirse por la acción de la fricción en un contacto, o a causa de agentes externos
como el aire. Además de la acción de una fuerza normal, consideraremos tam-
bién el siguiente comportamiento como consecuencia de la aplicación de estas
fuerzas:
Cuando una celda se ve sometida a una fuerza horizontal tangencial,
el ángulo de reposo disminuye en la dirección de la fuerza.
A continuación se describe el modelo utilizando la misma formalización del
capítulo anterior, y se modifica la regla de transición para que considere estos
dos efectos de la aplicación de fuerzas de contacto.
5.3.2. Modelo formal
De acuerdo con las reglas enunciadas para el comportamiento de un sistema
granular ante el contacto con un objeto, se define un nuevo Autómata Celular.
El modelo formal consiste en el modelo (4.1) presentado en el Capítulo 4, al
que se añade un conjunto de fuerzas, y una variable de estado que representa
la presión del Autómata sobre su base.
AC = 〈M,V,S,P,F,Φ,ϕ,E〉 (5.2)
donde M, V, S, P, ϕ y E tienen el mismo significado que en el anterior modelo,
y el resto de elementos se definen de la siguiente forma:
F = Fx × Fy × Fz es el conjunto de fuerzas externas.
Fx, Fy, Fz son los posibles valores de la fuerza aplicada sobre una celda
en la dirección de los ejes x, y y z, respectivamente.
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Φ : Fz → R es una función real que determina la manera en que se aplica
la fuerza que actúa sobre la celda, de acuerdo con la función de transición.
La función de transición
La función de transición, ϕ : S5×F→ S, determina el estado de una celda en
el siguiente paso de la simulación, a partir del estado de la propia celda y de las
celdas vecinas en el paso actual, además de la fuerza que actúa sobre la celda.
Para el cálculo de la función de transición se procede de la forma siguiente:
Para cada celda (i, j) ∈ M, sea h ∈ Sh, la altura de material en la misma,
hb ∈ Pb, la altura de la base, y fx ∈ Fx, fy ∈ Fy y fz ∈ Fz el valor de las fuerzas
externas aplicadas en la superficie del sistema sobre la celda. Sean δx y δy las
dimensiones de las celdas.
Se calcula en primer lugar la variable auxiliar hf = hb+h+Φ(fz), y se obtiene
el vector de diferencias divididas entre el valor de hf de la celda y de sus celdas
vecinas, por medio de
Dhf = (hfx + fx, hfy + fy) =
=
(
hf (i+ 1, j)− hf (i, j)
δx
+ fx,





A continuación, se obtiene el valor del ángulo local ficticio βf = arctan(|Dhf |).
Cuando el ángulo local, βf , sea mayor que el ángulo crítico del sistema, α, se
producirá una transición de acuerdo con la siguiente regla.
h(i, j) ← h(i, j)− z+ · (hfx(i, j) + hfy(i, j))
h(i+ 1, j) ← h(i+ 1, j) + z+ · hfx(i, j)
h(i, j + 1) ← h(i, j + 1) + z+ · hfy(i, j) (5.4)
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La función de fuerza
La función de fuerza Φ : Fz → R determina de qué manera se transmite la
fuerza aplicada sobre una celda fz ∈ Fz afecta al modelo. La elección de esta
función permite modelar diferentes comportamientos elasto-plásticos del mate-
rial, o normalizar las fuerzas de acuerdo con las unidades utilizadas.
Para determinar la función de fuerza Φ en el modelo, a modo de ejemplo,
se propone a continuación una función de fuerza adecuada para simulación en
tiempo real.
La función propuesta proporciona, a partir de una fuerza fz, la altura de la
columna cuadrada de material que pesa exactamente el valor de dicha fuerza





donde g es la aceleración de la gravedad, γ es la densidad del material, δxδy es
el área de una celda del Autómata y η > 0 es un parámetro que permite definir
cómo la fuerza causa el desplazamiento de material.
Esta función de fuerza es apropiada par su utilización junto con modelos de
fuerzas de contacto basados en ecuaciones de muelle amortiguado, muy comu-
nes en aplicaciones de tiempo real. Estos modelos evitan grandes penetraciones
entre objetos ya que las fuerzas se calculan dependiendo de la cantidad de so-
lapamiento entre los objetos a cada paso.
En el caso de la colisión de un objeto rígido contra un sistema granular mode-
lado por (5.4) junto con (5.5) causará la deformación del sistema granular, para
permitir el avance del objeto hasta que la deformación sea suficientemente gran-
de como para detener el avance del objeto. La Figura 5.12 muestra dos ejemplos
de la utilización de los modelos propuestos con esta estrategia de calculo de
fuerzas.
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Figura 5.12: Una bola lanzada en dos configuraciones diferentes del sistema. Los
parámetros de simulación son η = 1, d = 0,5, α = 30o y z+ = 0,05.
5.3.3. Aplicación del modelo
Aunque el modelo propuesto no reproduce los procesos internos que rigen
la interacción entre un sistema granular y un objeto rígido, permite simular los
fenómenos macroscópicos que se observan en la superficie.
No obstante el modelo parte de la suposición principal de que el material
no es compresible. Un ejemplo de materiales que pueden considerarse como
no compresibles son los formados por materiales muy duros, como la grava, y
especialmente aquéllos que tienen un bajo ángulo de fricción interna como un
sistema formado por bolas de acero. Este comportamiento puede ser también
una buena aproximación al comportamiento de la arena seca, aunque en este
caso si se apreciaría cierto grado de compresión.
En cualquier caso, el modelo representa una aproximación al problema del
desplazamiento del material bajo el contacto que puede ser de utilidad en cam-
pos como la animación.
En los modelos existentes, basados principalmente en el trabajo de Sumner
et al. (Sumner et al., 1999), la animación de la deformación del terreno involucra
un proceso de desplazamiento del material que consigue un efecto similar al des-
crito aquí. Sin embargo, en aquél caso el procedimiento es heurístico, y requiere
de una organización más compleja de las celdas que están colisionando. Por el
contrario, nuestro modelo se basa en un conjunto muy reducido de reglas básicas
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que se derivan de las propiedades del material, proporcionando una simulación
más realista y eficiente.
5.4. Modelo con compresión. Corrección al primer
modelo
Como ya hemos indicado, aunque el primer modelo propuesto proporciona
un modelo válido en ciertas situaciones y proporciona mejoras respecto a otros
modelos del campo de la animación, parte de un conjunto de suposiciones que
no son ciertas en todos los casos.
La principal suposición que debe revisarse es el hecho de que el material no
sea compresible, haciendo que cualquier desplazamiento de material se reparta
hacia los lados bajo la región en contacto.
A continuación se describe un modelo de fuerzas sobre el Autómata Celu-
lar que considera materiales compresibles. Se describirán también las fuerzas
tangenciales que aparecen a causa de la fricción entre el objeto y el sistema.
5.4.1. Modelo de presión vertical
En este apartado se proponen algunas modificaciones sobre el modelo pre-
sentado en el Apartado 5.3 con el fin de poder reproducir el comportamiento
descrito por los modelos de relación entre presión y hundimiento descritos en el
Apartado 3.3.3.
De acuerdo con estos modelos de hundimiento del terreno, cuando se ejerce
una presión sobre el terreno el material se compacta, reduciendo su altura. La
relación entre el hundimiento y la presión que aparece es una potencia del valor
de hundimiento, cuyo exponente depende de las propiedades del material.
Según estos modelos, durante este proceso no se produce un desplazamien-
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to del material hacia los lados. Únicamente, cuando se alcanza una presión ele-
vada y una gran profundidad se produce una fractura y un desplazamiento de
material (Earl and Alexandrou, 2001).
A continuación indicamos los cambios que son necesarios para la implemen-
tación de este comportamiento en el modelo dinámico de terreno basado en
Autómatas Celulares.
Parámetros del modelo
Es importante observar que los modelos de presión que se exponen en el
Apartado 3.3.3 suponen que la región de contacto entre el objeto y el terreno es
rectangular, y que la presión se ejerce de forma vertical. Estos supuestos coinci-
den con los tests experimentales de hundimiento que se realizan habitualmente
en geomecánica.
Sin embargo, es habitual la relajación de estos supuestos para el desarrollo
de modelos prácticos, como el análisis de tracción de vehículos todo terreno
(Muro and Hoshika, 1995; Wong, 2001).
Es especialmente el caso del parámetro del modelo b que representa el lado
menor del rectángulo en contacto. En una simulación de un entorno de trabajo
real, la región de contacto no tiene por qué ser rectangular. Para la implemen-
tación de los modelos a lo largo de este trabajo tomaremos la proyección de la
caja envolvente ya calculada para la detección de colisiones como aproximación
a este rectángulo, del que obtendremos el valor de b. Durante la detección de co-
lisiones, se obtiene este valor, y se almacena como una variable en la estructura
de datos en la que se almacena la información relativa a cada contacto.
El resto de parámetros, kc, kφ y n, que dependen de las propiedades del
material pueden obtenerse en la bibliografía especializada por medio de tablas
obtenidas experimentalmente (Wong, 2001).
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Variables del modelo
En primer lugar, debe reproducirse el hundimiento del material por lo que
será necesaria una nueva variable que indique este valor. Cuando se produzca
una colisión, se considerará que el material se comprime bajo la superficie de
contacto, en lugar de desplazarse lateralmente.
Por tanto, el conjunto de variables del Autómata Celular descrito en (5.2)
se modifica para añadir este nuevo valor al que denotaremos por z. El nue-
vo conjunto de posibles estados del Autómata vendrá dado por S = Sh × Sz
(S = Sh × SI × Sz si consideramos el modelo con inercia), donde Sz = [0,∞[
representa el conjunto de todos los posibles valores de hundimiento. En reali-
dad, este valor estará acotado, con una cota que depende de las propiedades
del terreno, pero no la reflejaremos en el modelo.
Actualización del Autómata Celular
Para poder reflejar el proceso que se ha descrito para el comportamiento del
terreno bajo la aplicación de una presión vertical, debemos revisar el proceso
que se sigue para actualizar el Autómata. En concreto, cuando se detecte un
contacto entre un objeto y una celda deberá comprimirse el material contenido
en la celda, y calcularse la presión que aparece en la zona de contacto entre el
objeto y el sistema granular.
En primer lugar, una vez detectada la colisión, se utilizará el valor d0 para
conocer la penetración del objeto en el terreno. Esta penetración se convertirá
en un hundimiento, añadiéndola a la variable z. Por último se calculará el valor
de la presión, p que se aplicará sobre el objeto por medio de una fuerza.
En algunos materiales se ha observado la existencia de un rango de pene-
tración elástico, que suele corresponder a un rango de unos pocos milímetros o
centímetros en el inicio de la compresión. Si se desea simular este comporta-
miento elástico del terreno el valor de d0 se descompondrá en dos sumandos,
d0 = de + dp. El valor de dp correspondiente al rango plástico de la deformación
se empleará para el cálculo de z, mientras que el valor de de se empleará para
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la aplicación del modelo descrito en el Apartado 5.3.
Figura 5.13: El hundimiento z se calcula a partir del valor de d0.
El cálculo del hundimiento se obtendrá en la dirección normal a la cara del ob-
jeto en contacto, de forma que se podrán descomponer las fuerzas en normales
y tangenciales al contacto.
A continuación se describen de forma más detallada los pasos que se segui-
rán para el cálculo de la presión y la simulación de un contacto utilizando este
modelo de hundimiento.
Una vez detectada la colisión en una celda, se obtiene el valor d0 y su
descomposición en de + dp.
La variable z se aumenta una cantidad dp, mientras que la cantidad de se
emplea como entrada para el modelo de material no compresible.
Se calcula la evolución del modelo de deformación no compresible.
Se obtiene el valor de la presión debida al hundimiento del terreno.
La presión se aplica sobre el sólido en contacto con el suelo.
5.4.2. Fricción tangencial
Como se ha visto anteriormente, la fricción es una fuerza fundamental en
los materiales granulares, ya que determina la mayoría de su comportamiento.
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Cuando un cuerpo está en contacto con el sistema granular, aparecen fuerzas
de fricción entre el cuerpo y el terreno.
Las fuerzas externas que actúan sobre el cuerpo se descomponen en sus
componentes tangencial y normal respecto de la superficie de contacto. La com-
ponente tangencial de la fuerza impulsa el objeto a moverse a lo largo de la
superficie de contacto entre el material y el objeto; esta fuerza se denomina la
tensión tangencial σt. La componente normal de la fuerza σn, llamada tensión
normal, puede comprimir ambas caras del área de contacto uno contra el otro,
dificultando el deslizamiento debido a la fricción. Esta fricción, llamada fuerza de
fricción tangencial1, que se opone al movimiento, debe ser menor que
τ = (c+ σn tanφe)A,
donde c es la fuerza de adhesión cuerpo-tierra, φe es el ángulo de fricción ex-
terna del contacto y A es el area de contacto del interfaz. En caso de que la
tensión tangencial sea menor que la fricción tangencial no habrá movimiento. De
otro modo, el cuerpo empezará a deslizar mientras τ actúa en contra de ese
movimiento.
Para conseguir este efecto en nuestros modelos, se calculan τ y σt. Si el
objeto no se mueve y la fricción τ no es lo suficientemente grande para oponerse
a la tensión, no se deslizará. En caso contrario, se aplica τ al cuerpo.
5.5. Interacción sistema-herramienta. Geomecáni-
ca
Una vez se ha resuelto el problema de contacto entre un objeto y el sistema
en la dirección perpendicular a la superficie, se plantea la interacción entre el
terreno y una herramienta que se desplaza horizontalmente.
Este problema apenas ha sido abordado en los trabajos relacionados con
la simulación interactiva en tiempo real del terreno o sistemas granulares y los
1En inglés, tangential shear strength
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escasos trabajos que mencionan el problema lo hacen sin rigor físico (Zeng et al.,
2007).
Nuestro planteamiento tiene ciertas similitudes con el de Li y Moshel, por
estar ambos basados en los principios de la teoría de Mohr-Coulomb, aunque
difieren principalmente en la formalización debido a la diferente representación
del sistema que utilizan.
5.5.1. Introducción
En el Apartado 3.3 se introdujo la metodología del equilibrio límite, habitual
en geomecánica. Para el cálculo de la tensión interna de un sistema granular
se define un conjunto de interfaces de fractura y se plantean las ecuaciones de
equilibrio de fuerzas de fricción.
Esta metodología se apoya en la ley de Coulomb de fricción seca, por la cual
la fricción tangencial no puede superar el producto del coeficiente de fricción por
la fuerza normal a la superficie. Gracias a esta propiedad, es posible determinar
si el rozamiento es capaz de anular la tensión provocada por las fuerzas externas
y la gravedad. Cuando no es así, el material empieza a moverse, deslizándose a
lo largo del interfaz de fractura (Shen and Kushwaha, 1998).
Esta descripción del comportamiento de un sistema granular se emplea ha-
bitualmente en el cálculo de las fuerzas que aparecen sobre una herramienta,
tal como la pala de una excavadora. La diferencia entre los diferentes modelos
estriba en la elección de los interfaces de fractura frente a la herramienta.
Se propone la utilización de uno de los modelos de fractura básicos para la si-
mulación de la interacción horizontal entre el material simulado y una herramienta
por medio de los modelos propuestos en este trabajo. Para ello, a continuación se
describe la región de fractura que caracteriza a dicho modelo y la forma en la que
vamos a introducirse en el modelo discreto de terreno que estamos utilizando.
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5.5.2. Modelo de fractura
El modelo de fractura que se propone utilizar es el modelo de Perumpral (Pe-
rumpral et al., 1983) en la formulación presentada por (Nouguier et al., 2000). Es-
te modelo considera una interfaz vertical para la interacción suelo-herramienta.
La región de fractura en la que se basa este modelo consiste en una cuña que
parte de la base de la interfaz vertical suelo-herramienta y que asciende hasta
la superficie del terreno frente a la herramienta con un ángulo ρ respecto de la






Figura 5.14: La región de fractura del modelo de Perumpral.
Por medio del análisis de equilibrio límite, se establece un equilibrio entre la
fuerza externa ejercida por la herramienta sobre el terreno, el peso de la por-
ción potencialmente desplazada y el rozamiento que aparece en la superficie de
fractura debida a la fricción interna del material. De acuerdo con la notación de
Nouguier et al. (Nouguier et al., 2000), el límite de la fuerza horizontal existente
entre la herramienta y el terreno es
Fh =
(W sin(φ+ ρ) + 2Fl cosφ) sin(δ)
sin(φ+ ρ+ δ)
(5.6)





HW (1− sinφ) tanφ.
En general, cualquier parámetro que no esté determinado en un modelo pa-
ra el estudio del equilibrio límite, como es el caso de ρ, se toma de forma que
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la fuerza de equilibrio tome el menor valor posible. Este valor se calculará pre-
viamente de forma que no suponga un coste computacional adicional durante la
simulación.
El valor de Fh proporcionado por (5.6) corresponde a la magnitud máxima
de la fuerza que es capaz de aplicar el terreno sobre la herramienta antes de
fracturarse e iniciarse el deslizamiento. Por tanto, el procedimiento para utilizar
este modelo será el siguiente.
Cuando se establece una interacción entre una herramienta y el terreno de
la forma descrita se calcula el límite de fuerza de acuerdo con (5.6).
A continuación se calcula la resultante de las fuerzas que actúan sobre la
herramienta sin tener en cuenta la interacción con el terreno, obteniendo
su componente horizontal en la dirección del interfaz vertical herramienta-
suelo.
Mientras la resultante sea menor que el límite para la fuerza de equilibrio,
se aplica una fuerza horizontal sobre la herramienta de la misma magnitud.
En caso de que la resultante en el sentido del interfaz sea mayor que el
límite establecido por el modelo, se aplica una fuerza con una magnitud de
dicho límite.
Cuando se produzca esta última situación, la herramienta tendrá una resul-
tante neta no nula en la dirección del interfaz, empezando a desplazarse, y em-
pujando consigo al material.
Discretización del modelo
Para poder aplicar la ecuación (5.6) debemos calcular las variables W y H a
partir de la representación discreta de nuestro sistema. Para ello, se considera
un sistema unidimensional, discretizado como una sucesión de N punto equidis-
tantes i = 0, . . . , N y sus alturas correspondientes hi = h(i).
Consideremos que existe un interfaz vertical en cada punto de colisión i0 pa-
ra el que el punto i0 + 1 no esté colisionando. Denotaremos la profundidad de la
















Figura 5.15: Superposición del modelo de fractura de Perumpral discretizado so-
bre el modelo de Automata Celular propuesto.
fractura vertical en el punto i0 + k como dk, y M será el menor entero de manera
que dM+1 < 0 (véase la Figura 5.15). En el caso de que d0 < 0 o d1 < 0, no se
considerará ningún interfaz. Por otra parte, si la superficie frente a la herramienta
está inclinada de forma que no se detecta intersección con la superficie, el inter-
faz de fractura se considerará de longitud 2H, deteniendo entonces el cálculo.
El valor de W puede calcularse sumando los diferentes di, y H como H =
d0 − dM . La fuerza se aplica en el punto que está a 1/3 de la altura del interfaz
(Shen and Kushwaha, 1998). Wang (Wang, 2007) ofrece un análisis más detalla-
do sobre la distribución vertical de las fuerzas horizontales que aparecen sobre
la herramienta.
Para mantener el significado de d0, no se aplicarán fuerzas de contacto ver-
ticales en el punto i0. En su lugar, actualizaremos i0 mediante el modelo de
evolución de la superficie y guardaremos el valor de s para calcular cuánto es-
pacio hay ocupado entre i0 and i0 + 1. Si el objeto avanza en la dirección del
lado libre, el material será desplazado por el cuerpo, deslizándose a lo largo de
la fractura. Esto causa que la altura de cada celda debajo de la fractura aumente.
En caso contrario, si el objeto se está retirando, la arena existente entre el objeto
y el montón rellenará el nuevo hueco, reduciendo la altura del interfaz.
5. Interacción del terreno con una herramienta 133
5.5.3. Actualización de un interfaz de fractura
Consideremos un objeto colisionando con el sistema y un interfaz vertical. De
acuerdo con el procedimiento que se ha descrito en los Apartados 5.2.2 y 5.2.3
en las celdas que delimiten la frontera entre la zona en contacto y la zona libre
de colisión habrá una sucesión de interfaces verticales.
Consideremos una celda (i, j − 1) que tenga un interfaz de fractura en la
dirección del eje y. Ninguno de los vértices entre la celda (i, j − 1) y la celda
(i, j) estarán en contacto con el objeto. Supongamos que la situación es tal que
ambos vértices inferiores de la celda (i, j − 1) están en contacto con el objeto
(véase la Figura 5.16).
Figura 5.16: Si una celda tiene un interfaz vertical en la dirección del eje y ninguna
de sus esquinas superiores estará colisionando.
Tras cada paso de la evolución del Autómata, se calculan las fuerzas que
actúan sobre el interfaz de fractura, a partir del modelo (5.6) discretizado. Si
la fuerza ejercida por el interfaz no es capaz de frenar el avance del objeto y
este avanza, en el siguiente paso se calculará la variación de las distancias en
el interfaz, de forma que se pueda saber cuánta superficie de la celda se ha
ocupado o liberado.
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Si se ha ocupado más superficie de la celda, el material correspondiente debe
desplazarse a las celdas que quedan frente al interfaz de acuerdo con las pro-
piedades de la fractura (Figura 5.17). Si se ha despejado superficie de la celda,
entonces el cálculo de h2 hará que se reduzca la altura de la celda que tiene el
interfaz (véase el Apartado 5.2.2, pág. 109). Así, si una pala retrocede, el montón
que hay frente a ella se desmorona.
Figura 5.17: Desplazamiento de un interfaz vertical.
Cálculo del material desplazado
De acuerdo con el modelo que acaba de describirse, cuando se produzca el
avance del interfaz debe desplazarse cierta cantidad de material. La cantidad de
material que se desplaza debe coincidir con el volumen ocupado por el interfaz
en su avance. Para ello, se calcula el incremento de las tres variables que de-
terminan el volumen ocupado por la colisión, δd, δs y δw (véase la Figura 5.18).
Para el caso en que una celda tenga un único interfaz, su anchura w coincidirá
con la de la celda, de forma que la variación de esta variable será nula. El valor
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del material desplazado µ vendrá dado por:












Figura 5.18: Cálculo del material desplazado por un interfaz vertical.
Cambio de celda de un interfaz
En las situaciones que hemos considerado hasta ahora, el avance del interfaz
se producía por el interior de una misma celda. Sin embargo, si el avance per-
siste, llegará un momento en el que se alcance el extremo opuesto de la celda,
entrando en la celda vecina.
Cuando esto ocurra, debe tenerse en cuenta en el cálculo del valor de δs. El
motivo es que, en el último paso antes de producirse el cambio de celda el valor
de s será próximo al ancho de la celda, mientras que una vez cambiada la celda,
el valor de s será próxima a cero. Por este motivo, cuando se produzca un cambio
de celda, debe sumarse la longitud de la celda al valor de δs obtenido (véase la
Figura 5.19).




Figura 5.19: Cuando un interfaz vertical avanza hasta cambiar de celda el valor
de s se reduce. Esto debe ser tenido en cuenta al calcular δs.
5.5.4. Coordinación de varios interfaces
Hasta ahora se ha analizado el efecto del avance de un interfaz vertical por
el sistema, de forma que va desalojando material de las celdas que atraviesa.
La explicación de este proceso se ha llevado a cabo, en la mayoría de los ca-
sos, suponiendo que el único interfaz en la celda era el interfaz considerado. La
Figura 5.20 muestra celdas en las que se dan cada uno de los dos casos.
Figura 5.20: Cuando se produce una colisión, una celda puede tener uno o dos
interfaces verticales.
Si bien la argumentación en general es válida, en el caso de que una cel-
da tenga dos interfaces perpendiculares entre si es necesario tener en cuenta
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algunos detalles para que la simulación se realice correctamente.
Inicio de un interfaz
En el momento de iniciar dos interfaces I1 e I2 sobre la misma celda, se debe
conocer la cantidad de material que el objeto ha desplazado en cada dirección.
Para ello es necesario conocer la velocidad del objeto.
Supongamos el caso límite, en el que la velocidad del objeto es perpendicular
a uno de los dos interfaces, I2. En este caso el avance del interfaz I1 correspon-
derá al valor de s1, mientras que el avance del interfaz I2 deberá ser cero, ya que
el objeto no ha avanzado en esa dirección.
Para cualquier situación intermedia en la que la velocidad del objeto tiene
componente no nula en la dirección de ambos interfaces, se determinará el valor
de δsk en función de estas dos componentes de la velocidad (véase la Figu-
ra 5.21).
Figura 5.21: La inicialización de dos interfaces verticales sobre la misma celda
debe tener en cuenta la velocidad del objeto.
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Cálculo del material desplazado con dos interfaces
Por otra parte, en una situación habitual de avance de un objeto sobre una
celda con dos interfaces, el área ocupada o liberada por el mismo debe calcularse
adecuadamente. Dado que en una celda con un único interfaz la anchura del













Figura 5.22: En una celda con dos interfaces es necesario calcular correctamente
el material desplazado por cada uno de ellos, que dependerá de la variación de
sus anchuras.
Considérese una celda con dos interfaces I1 e I2. De acuerdo con la Figu-
ra 5.22 el volumen ocupado o liberado por I1 corresponderá al volumen bajo el
rectángulo ABCD, correspondiente a la fórmula (5.7), más el volumen bajo el
triángulo DCE. Por tanto, el volumen deberá calcularse como:
µ =
(







5. Interacción del terreno con una herramienta 139
5.6. Revisión del modelo de Autómata Celular
A lo largo del presente capítulo se han desarrollado diversos modelos pa-
ra la simulación de interacciones en sistemas granulares. En particular, en los
Apartados 5.3 y 5.4 se han propuesto nuevos modelos de Autómata Celular que
completan el modelo dinámico del Capítulo 4.
Sin embargo, con el fin de simplificar la exposición, en estos modelos no se ha
reflejado convenientemente la introducción del cálculo de colisiones. En especial,
es necesario reflejar en el modelo dinámico la existencia de las variables h1, h2 y
A. A continuación se dan las indicaciones necesarias para clarificar la forma en
que pueden introducirse en la dinámica del sistema.
5.6.1. Variables del sistema
Con el fin de considerar las variables introducidas a causa de las colisiones,
las variables de estado del Autómata vendrán dadas por S = SM , donde SM es
el conjunto de posibles valores del material,M , alojado por la celda, SM = [0,∞[.
Las variables descritas en el Apartado 5.2.2, pág. 109, h1, h2 y A, no han
sido consideradas como una variables de estado del sistema, ya que se trata de
variables dependientes del resultado de las colisiones, y por tanto se consideran
como variables de entrada.
5.6.2. Función de transición
La función de transición deberá adaptarse para trabajar con la variable de
material M en lugar de basarse en alturas del sistema. En realidad, la única mo-
dificación necesaria es convertir la altura de la descarga a cantidad de material,
por medio del área despejada en la celda, de forma que el incremento de ma-
terial en una actualización sera δM = δh/A, donde δh corresponde al valor de
descarga del modelo basado en alturas. La comprobación de la pendiente se
sigue haciendo, como es natural, por medio de la altura total sobre cada celda,
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h = h1 +h2. Las ecuaciones (5.7) y (5.8) proporcionan la variación de la cantidad
de material en una celda para uno y dos interfaces verticales.
Este cambio, lejos de suponer un inconveniente, proporciona mayor generali-
dad al modelo, ya que en las celdas en las que el material no está colisionando,
y por tanto h = h1, el modelo se comporta igual al presentado en los apartados
anteriores. Además, el trabajo con cantidades de material abre la posibilidad de
trabajar en un futuro con variaciones en la densidad del mismo.
5.7. Conclusiones
Continuando con la consecución de los objetivos planteados, en este capítulo
se han desarrollado las principales herramientas necesarias para la simulación
interactiva de terreno y sistemas granulares, a partir del modelo presentado en
el Capítulo 4.
Se ha desarrollado una descripción del estado de las colisiones de un obje-
to con el sistema, utilizando el carácter discreto del modelo. Se ha descrito la
creación y mantenimiento de un mapa de contactos que permitirán modificar el
modelo de evolución.
Sobre este esquema y el modelo del capítulo anterior se ha estudiado en
primer lugar la forma de aplicar fuerzas sobre el sistema granular y cómo obtener
las fuerzas de reacción. Al igual que en el caso del modelo de evolución, se han
empleado modelos teóricos de validez comprobada. En este caso, los modelos
empleados proceden del campo de la geomecánica
El mapa de contactos permite también la identificación de las celdas que
constituyen la frontera entre la zona en contacto y la zona libre de él. Sobre
estas celdas se aplica un modelo de fractura utilizado en el diseño de maquinaria
agrícola, que permite calcular la evolución del sistema ante la acción de una
herramienta, así como las fuerzas de reacción.
Los modelos que se han desarrollado en este capítulo permiten alcanzar el
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objetivo de desarrollar un modelo interactivo de terreno. Con ello se obtiene un
modelo discreto, basado en física que permite la simulación interactiva de un
sistema granular. En el siguiente capítulo se aborda un problema actualmente
abierto, y que complementará las propiedades del modelo que se ha propuesto
hasta el momento; la acumulación de material sobre los objetos de la escena.
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As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain;
and as far as they are certain, they do not refer to reality.
A. Einstein.
CAPÍTULO 6
Acumulación de material sobre objetos
En los capítulos precedentes se ha desarrollado un conjunto de modelos que
permite la simulación de un abanico muy amplio de situaciones. Desde la simu-
lación del terreno como un sistema dinámico hasta diversos modelos de inte-
racción, todos ellos basados en las propiedades físicas del sistema.
Para completar este conjunto de modelos, a continuación se aborda el pro-
blema de la acumulación del material sobre los objetos del escenario necesaria
para la simulación de herramientas como la pala de una excavadora.
6.1. Introducción
La simulación del contacto con el terreno requiere la consideración de la de-
formación del suelo y de las fuerzas que aparecen. Pero para poder manipular
el material con diferentes herramientas (palas, volquetes, excavadora, etc) es
necesario poder depositar el material granular sobre ellas.
Para poder simular esta situación, se utilizará la siguiente metodología. Sobre
los objetos del escenario en los que el material deba acumularse se fijará un
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modelo de Autómata Celular, que se adaptará a su superficie por medio de las
alturas de la base.
Figura 6.1: Sobre los objetos del escenario se fija un modelo de Autómata Celular
para poder acumular el material sobre ellos. La base del Autómata se adaptará
a la forma del objeto.
Al introducir varios modelos de sistema granular en la simulación se estable-
cerá también la forma de conseguir la interacción entre ellos, como el intercambio
de material o la colisión entre ellos.
El resultado será un modelo que permitirá la acumulación de material sobre
los objetos de forma realista para la simulación de procesos de descarga sobre
una tolva o volquete, etc.
Además se considera el caso especial de la carga de una pala por ser un
escenario habitual en la manipulación de sistemas granulares y se analiza la
distribución de presiones sobre el objeto que soporta un sistema granular.
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6.2. Acumulación de material sobre un objeto
Para conseguir la acumulación del material sobre la superficie de un objeto
es necesario disponer de una descripción geométrica de su superficie. A partir
de esta descripción bastará considerarla como base para el mapa de alturas
del sistema granular. De esta forma, será posible dejar caer material sobre la
superficie de cualquier elemento del escenario.
Para poder realizar la simulación de forma interactiva es necesario considerar
el movimiento de estos objetos para contemplar la influencia de la orientación de
la base en el comportamiento del sistema. Esto permitirá simular situaciones
como la descarga de una pala o un volquete.
Para ello se introduce como variable global en cada uno de los Autómatas
Celulares utilizados un sistema de referencia que se moverá solidariamente con
el objeto sobre el que se encuentra el sistema granular. La Figura 6.2 muestra un
sistema granular que se desplaza y rota en el espacio.
Figura 6.2: Cuando el Autómata se encuentra sobre la superficie de un sólido
tiene su sistema de referencia.
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6.2.1. Posición y orientación del Autómata Celular
Para determinar el estado de un Autómata Celular en el espacio es necesario
conocer la posición y orientación de la base del Autómata Celular, y la posición
relativa de las celdas respecto a esta base. Consideremos una base ortonormal
de R3, (0, {x,y, z}), que representará el sistema de referencia del mundo. Con-
sideremos también un sistema de referencia situado sobre el Autómata Celular,
y que se mueve solidariamente con él (R, {x′,y′, z′}), y la matriz ortogonal A
que permite pasar de las coordenadas en la base local del sistema del Autómata
Celular a las coordenadas en la base del sistema de referencia del mundo.
La posición R representa la posición del centro de la celda (1, 1) en el espa-
cio, tras el desplazamiento y la rotación del objeto sobre que se encuentra fijo el
Autómata Celular. El vector de la base x′ indica la dirección en la que aumenta el
índice i de la malla, el vector y′ representa la dirección en la que aumenta el índi-
ce j, y el vector z′ es perpendicular a ambos, formando una base positivamente
orientada.
Variables del sistema
La interpretación de los valores de las variables del Autómata Celular h y z,
únicamente cambia en el sentido de que ahora se consideran como distancias en
la dirección del eje z′, de forma que no son estrictamente alturas. De esta forma,
la posición de la superficie sobre una celda del Autómata Celular, expresado en
el sistema de referencia local viene dada por p′(i, j) = (i, j, h) = ix′ + jy′ + hz′.
Además, se introduce como variable auxiliar del sistema la posición en el
espacio de la superficie de la celda, dada por:
p(i, j) = R + Ap′(i, j) (6.1)
Esta variable no se introduce como variable de estado del sistema debido a
que no se obtiene por medio de otras y por ello se considera como una variable
auxiliar. Por tanto, esta modificación no introduce ningún cambio en el conjunto
de posibles estados del Autómata Celular S.
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Modificación de la regla de actualización
Para conservar el significado de la regla de actualización es necesario realizar










Figura 6.3: Cálculo de la pendiente entre dos celdas del Autómata utilizando
la posición de los puntos de su superficie, obtenidos a partir de la posición y
orientación de la base.
Para realizar la comparación entre dos celdas (i, j) y (k, l) se calculará en
primer lugar la posición de su superficie en el espacio p(i, j) y p(k, l), por medio
de la expresión (6.1). A partir del vector d = p(i, j) − p(k, l) es posible calcular










Una vez calculado el ángulo β, el cálculo de la regla de actualización se lleva
a cabo normalmente según el modelo dinámico elegido para la evolución del
sistema.
Es importante observar que, como resultado de la rotación de la base del
Autómata, en principio pueden darse situaciones sin significado físico, como que
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la pendiente del sistema supere la vertical. Sin embargo, si la velocidad de rota-
ción de la base es suficientemente baja, el propio comportamiento del sistema
compensará el incremento de la pendiente.
Por tanto, debe tenerse en cuenta que este modelo tiene validez para ve-
locidades de rotación de la base suficientemente pequeñas como para que el
comportamiento del sistema mantenga su estado dentro del conjunto de confi-
guraciones que tienen significado físico.
Con el fin de ampliar el rango de aplicación del modelo, puede detectarse la
situación en la que la pendiente supera la vertical, y reducir ese material, ge-
nerando un sistema de partículas que se dejará evolucionar de acuerdo con la
gravedad. En el Apartado 8.3 se discuten algunos aspectos relacionados con los
sistemas de partículas.
6.3. Interacción de varios AC
Una vez se dispone de las herramientas necesarias para situar un sistema
granular en cualquier posición u orientación válidas, puede plantearse una situa-
ción en la que un montón de arena, situado sobre un objeto móvil, es descargado
sobre otro montón situado sobre otro objeto o sobre el suelo.
En este apartado se describe el procedimiento propuesto para introducir dos
modelos de pila de arena en una simulación. El objetivo es que sean capaces de
compartir material y de intercambiarlo a través de sus fronteras.
6.3.1. La frontera de un Autómata y su evolución
Hasta el momento se ha descrito la dinámica de un Autómata Celular y de
los modelos de pila de arena sin tener en cuenta el papel de las fronteras. Sin
embargo, si se quiere considerar el intercambio de material entre dos modelos
de Autómata Celular a través de sus fronteras debe concretarse de qué manera
pueden hacerlo.
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De acuerdo con la definición de Autómata Celular sus celdas frontera son
aquéllas celdas de la malla del Autómata que no tienen la vecindad completa. Se
trata de las celdas
Fr = {(1, j), (Nx, j), (i, 1), (i,Ny) : i = 2, . . . , Nx − 1, j = 2, . . . , Ny − 1} (6.3)
Normalmente se consideran dos posibles comportamientos en los Autómatas
Celulares, y en particular en los modelos de pila de arena: los sistemas abiertos
y los sistemas cerrados. Un Autómata Celular abierto es aquél cuyas celdas en
la frontera siempre tienen valor 0 de forma que cuando el material llega a ellas
se pierde por el borde.
En un Autómata Celular cerrado, por el contrario, la actualización de las cel-
das de la frontera se hace normalmente teniendo en cuenta a los vecinos existen-
tes. Este último tipo de sistemas se comporta como una pila de arena confinada
en un recinto que rodea la malla con paredes infinitamente altas.
Desde el punto de vista de la simulación de sistemas reales, resulta más
conveniente la utilización de sistemas abiertos, especialmente si se considera la
necesidad de que el material de dos Autómatas pueda intercambiarse.
Según el modelo que se ha propuesto, la simulación de recintos o recipien-
tes es fácilmente implementable por medio de este tipo de Autómatas utilizando
la altura de la base para la simulación de las paredes. Por tanto, en adelante
únicamente se considerarán Autómatas Celulares abiertos.
6.3.2. Interacción entre Autómatas
El hecho de que un Autómata Celular descargue material sobre otro consis-
te en que el material que atraviesa la frontera del primero aumente la altura de
las celdas del otro Autómata que se encuentran bajo su frontera. Para ello se
determinarán aquellas celdas del Autómata inferior están cubiertas por el Autó-
mata superior, y se establecerá un mecanismo para conseguir el intercambio del
material.
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Durante la exposición relativa a la interacción entre varios Autómatas se con-
siderarán únicamente dos sistemas y se mostrará la interacción entre ellos. La
interacción entre un número mayor de Autómatas puede realizarse comprobando
individualmente cada par de acuerdo con lo expuesto aquí. Aunque esto pueda
parecer una limitación, por el coste asociado a la comprobación de todos los
pares del conjunto de Autómatas, es muy sencillo aplicar técnicas de poda si-
milares a las empleadas en detección de colisiones para reducir este coste a
niveles aceptables para simulación en tiempo real (Ericson, 2005).
Comprobación de las fronteras
Consideremos por tanto dos sistemas simulados por medio de dos Autóma-
tas Celulares. Denotaremos a los dos Autómatas considerados por AC1 y AC2,
denotando los elementos de cada uno de ellos por medio del superíndice corres-
pondiente.
Antes de iniciar el proceso de intercambio de material, debe identificarse el
conjunto de celdas de un sistema que pueden estar en situación de desalojar
partículas afectando al otro. Para ello se comprobará, en primer lugar, si la zona
cubierta por ambos Autómatas se solapa. Esto puede comprobarse obteniendo
la caja envolvente de la base de ambos Autómatas, y comprobando si su inter-
sección es vacía. Si se detecta que no es vacía, entonces debe comprobarse si
alguna de las celdas de la frontera de uno de los Autómatas se encuentra sobre
el otro.
Observemos que si no permitimos que las bases de ambos Autómatas se
crucen en el espacio, no es posible que ambos Autómatas tengas celdas que se
encuentren sobre alguna celda del otro Autómata. Por tanto, una vez detectado
que ambos Autómatas se solapan se determina cuál de los dos tiene la base a
mayor altura, y se identifica como el Autómata superior. A este Autómata lo de-
notaremos por ACs, mientras que al Autómata inferior lo denotaremos por ACi,
y a sus elementos los identificaremos por medio de los superíndices correspon-
dientes.
Una vez detectado que existe una intersección entre la proyección de la base
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de ambos Autómatas, se detecta si el material desalojado por alguno de los dos
Autómatas puede caer verticalmente sobre el otro. Para ello se extiende la malla
del Autómata superior en una celda en cada dirección, de forma que considerare-
mos los índices de este Autómata en el rango i = 0, . . . , Nx+1 y j = 0, . . . , Ny+1.
Al conjunto de celdas imaginarias de esta extensión las denotaremos por I.
Las celdas de I son las celdas que recibirían el material de las celdas fron-
tera cuando el material abandona el sistema. Al igual que las celdas frontera, se
considerarán con altura de material 0 y con base la misma que la celda frontera
de la que son vecina (véase la Figura 6.4).
Figura 6.4: Las celdas coloreadas simbolizan el conjunto de celdas imaginarias
I definido para poder intercambiar material de un Autómata Celular a otro.
De esta manera, si se comprueba que alguna celda c ∈ I se encuentra si-
tuada verticalmente sobre el Autómata ACi, significa que a través de c se pro-
ducirá un intercambio de material. Para concretar esta relación, consideremos la
siguiente definición:
Diremos que una celda (i, j)s del Autómata ACs se encuentra sobre
una celda (k, l)i del Autómata ACi cuando el centro de (i, j)s se en-
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cuentre dentro de la celda (k, l)i.
Se recorre el conjunto I, comprobando si cada una de sus celdas se encuen-
tra sobre alguna celda de ACi. Una vez terminado este proceso se dispondrá de
una lista de celdas de I que dan lugar a un intercambio de material. Al conjunto
formado por estas celdas las denotaremos por I ⊆ I.
Asignación de vecinos
Se ha identificado, por medio del conjunto I las celdas imaginarias que supo-
nen canales de material entre el Autómata ACs y el Autómata ACi.
Consideremos una celda c ∈ I. Esta celda, ocupa la posición de la celda
vecina de una celda cs ∈ Fr del Autómata superior. Consideremos la celda ci
sobre la que se encuentra la celda imaginaria c. La cantidad de material que
debe recibir ci a través de c es la que ésta reciba de cs. Es decir, ci actúa como
vecina en el proceso de actualización de cs.
Por tanto, para cada celda c ∈ I, situada sobre la celda ci, se tomará la celda
cs asociada. A esta celda cs se le asignará como vecino la celda ci. La Figura 6.5
muestra las celdas cs y ci, y el proceso de descarga de material entre ellas.
La implementación de este proceso puede llevarse acabo de forma muy efi-
ciente si la relación de vecindad se establece por medio de referencias o punteros
en el lenguaje de programación empleado. De esta manera, es sencillo compro-
bar si una celda carece de algún vecino, y la asignación del mismo resulta muy
rápida y eficiente.
6.3.3. Colisión entre dos Autómatas
Observemos que en la relación entre las celdas cs y ci, únicamente se mo-
difica la vecindad de la celda de ACs. Todo el flujo de material de la celda ci se
realiza teniendo en cuenta sus vecinos naturales en ACi. Esto se realiza así, su-
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Figura 6.5: Esquema de interacción entre un Autómata superior y uno inferior.
poniendo que la base del Autómata ACs no sólo se encuentra más alta que la
base de ACi, sino también más alta que la superficie de ACi.
Sin embargo, ya sea por el desplazamiento de ACs o por la evolución de ACi,
puede ocurrir que la superficie de ACi en la celda ci alcance la altura de la base
de cs. En esta situación, ambas celdas se encuentran al mismo nivel, por lo que
el material podrá fluir también de ci a cs. Llegado este caso, cs se fijará como
vecina de la celda ci.
Un ejemplo de esta situación es el avance horizontal de un objeto hasta que
el material acumulado frente a él lo supere (véase la Figura 6.6). En este caso,
el material desplazado se depositará sobre el Autómata situado sobre el objeto.
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Figura 6.6: Si un objeto avanza arrastrando material, la acumulación frente a él
puede hacer que el material acabe superando su altura. En ese caso, la reasig-
nación de vecinos de las celdas hará que el material caiga sobre el objeto.
6.4. Llenado de una pala
Una situación especialmente interesante desde el punto de vista de la ma-
nipulación del terreno es el llenado de una pala de excavadora. Esta situación
puede describirse por medio de los elementos que hemos definido hasta el mo-
mento, pero es necesario considerar ciertas situaciones especiales.
Una pala de excavadora se modelará como un objeto más del escenario que
entrará en contacto con el material. Se detectarán colisiones con el objeto y se
obtendrá el mapa de contactos.
Sin embargo, la principal diferencia entre el comportamiento de la pala y los
objetos que hemos considerado hasta el momento es su altura; una pala es una
pieza de metal con un filo, diseñada especialmente para cortar el material. De
esta manera, puede entrar con un bajo esfuerzo, y el material no será empujado
hacia adelante, quedando depositado sobre la propia pala.
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Esto significa que durante el proceso de entrada de la pala en el material no
se produciría una fractura como en el caso de los interfaces verticales considera-
dos en el Capítulo 5. Por el contrario, el material que aún no ha sido invadido por
la pala permanece casi sin modificar (Maciejewski et al., 2004; Coetzee et al.,
2007). A continuación se revisan las situaciones que se producen en este caso,
y se propone un procedimiento para la simulación del proceso de entrada de una
pala en el sistema.
Figura 6.7: El comportamiento del material ante una pala horizontal no es el
mismo que el que ocurre cuando se empuja el material. En este caso, no se
produce un interfaz de fractura.
6.4.1. Descripción de la pala
Para implementar una pala que sea capaz de recoger el material sobre su
superficie, en primer lugar se necesita un objeto del escenario que tenga asocia-
do a su superficie un Autómata Celular. La información de la base del Autómata
reproducirá la geometría de la pala, de forma que el material se mantenga en la
región conveniente. La Figura 6.8 muestra un Autómata Celular sobre un modelo
de pala excavadora.
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Figura 6.8: Para recoger material sobre una pala, necesitamos un Autómata Ce-
lular sobre ella.
6.4.2. Evolución de la carga de una pala
Cuando se inicie la carga de una pala, se detectará en primer lugar la colisión
entre la pala y el sistema. En este momento se obtendrá el mapa de colisiones
habitual que define las celdas que quedan cubiertas y las celdas que forman la
frontera de la colisión. Una vez se ha iniciado toda la información correspondiente
a las colisiones, ambos Autómatas evolucionarán normalmente.
La interacción dará lugar a la aparición de un interfaz vertical frente a la pala y,
posiblemente, de una región de Rankine en la que el material se desplaza sobre
el interfaz de fractura. Pero si la pala sigue avanzando, llegará un momento en el
que el material frente a la pala tendrá una altura mayor que la superficie de ésta
(véase el Apartado 6.3.3).
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I. V.
Figura 6.9: Evolución del avance de una pala I. Se crea un interfaz vertical a
causa del contacto.
Avance de la pala
Cuando se produzca esta situación, el procedimiento descrito en el Aparta-
do 6.3.3 hará que la primera celda frente al interfaz tome como celda vecina la
primera celda de la pala.
I. V.
Figura 6.10: Evolución del avance de una pala II. El material aumenta frente a la
pala hasta que supera su altura. Las celdas en el terreno toman como vecinos
las celdas de la pala.
Se comprobará la altura del interfaz vertical, d0 y la altura del colisionable. En
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caso de que la altura del colisionable sea menor que un valor umbral, definido
previamente, se considerará que estamos en la situación de carga de una pala.
En este caso, la evolución del interfaz vertical se modifica. El cálculo del ma-
terial desplazado se realiza normalmente, utilizando como valor de d0 la altura
desde la base de la pala hasta la superficie del sistema. Sin embargo, en este
caso no se produce ningún desplazamiento de material.
Material desplazado
Figura 6.11: Evolución del avance de una pala III. Las celdas en el terreno em-
piezan a descargar material sobre la pala.
Por el contrario, el material desplazado µ que se ha calculado en el avance
del interfaz vertical se acumula en una variable hasta que el avance de la pala
alcance el tamaño de la celda sobre la pala. Esto se establece por medio de la
velocidad de avance de la pala.
Cuando la pala ha avanzado la distancia de una celda, todas las celdas se
desplazan hacia atrás una posición, de forma que parecerá que el material se
ha deslizado. Cuando esto ocurra, la celda de la frontera de la pala se quedará
vacía. En este caso, el material acumulado de los diferentes valores de µ se
pondrá como material de la celda de la frontera.
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Ángulo de reposo
Durante el proceso de carga de la pala en el sistema real, el material granular
está deslizando sobre la herramienta. Esto provoca necesariamente vibraciones
que afectan a la estabilidad del sistema. Por tanto, el ángulo de reposo del siste-
ma sobre la pala será menor que el que le correspondería en el caso de material
estático. Para simular este efecto, durante las interacciones, el Autómata Celular
reducirá el valor del ángulo crítico del sistema.
6.5. La función de distribución de presiones
Cuando el sistema granular se encuentre sobre un objeto móvil del entorno
de simulación (por ejemplo, sobre la pala de una excavadora, o el volquete de un
camión) puede ser necesario conocer la distribución de la presión del material
sobre el mismo. Este problema es complejo, y no existe una solución cerrada.
Los procesos internos de fricción entre las partículas hacen que no exista una
relación lineal entre la altura del sistema sobre una celda y la presión que so-
porta. Basándose en los estudios experimentales más relevantes y en trabajos
de simulación destinados a analizar este problema, se propone un modelo de
distribución.
Para considerar este efecto se introducirán dos elementos en el Autómata
Celular, una nueva variable p ∈ Sp y la función de distribución de presiones,
pi : SNx×Ny → Sp, que determina la presión p que soporta la base de la celda
(i, j) tras la aplicación de la función de transición.
Para definir esta función, debemos obtener una expresión que permita calcu-
lar la presión que soporta una celda i de la base a partir del estado del Autómata
en un momento determinado. Para simplificar los cálculos y las expresiones ob-
tenidas, el desarrollo se realizará sobre un Autómata Celular unidimensional, y a
continuación se indicará la forma de realizar los cálculos en el caso general.
Sobre esta representación del sistema granular se considera una partición
vertical, de forma que el material que está situado sobre la celda i se considera
160 6.5 La función de distribución de presiones
como un apilamiento de bloques de altura H. Denotaremos por mni al peso del
n-ésimo bloque situado sobre la celda i, y por pni a la presión total soportada por
la base del n-ésimo bloque sobre la celda i.
En primer lugar se considera cuál es la presión que soporta la base de cada
uno de estos bloques. Para ello, se considerará, además del peso del propio
bloque mni+j , la presión soportada por un número finito de bloques de la capa
superior, centrados en la celda i, {pn+1i+j : j = −r, . . . , r}. Por simplicidad, en
los desarrollos siguientes sólo se tendrán en cuenta los bloques más próximos,





























Figura 6.12: Esquema de la discretización vertical para el cálculo de la distribu-
ción de masas.
La forma en que la presión de los bloques de la capa n se propagan a la capa
n − 1 se expresará por medio de una función φ : Z → [0, 1], de soporte acotado
(φ(k) = 0 ∀k : |k| > 1) y simétrica, que cumpla∑
k∈Z
= φ(−1) + φ(0) + φ(1) = 1 (6.4)
de forma que φ(t) indica que proporción de la presión soportada por la base del
bloque i de la capa n se propaga al bloque i+ t de la capa n− 1.
Con el fin de simplificar la notación, se denota φ(i) = φi, y se utiliza el conve-
nio de sumación de índices por el cual, si en una expresión i es un índice mudo,




ibi. Siguiendo esta notación, se establece que la presión










es decir, el peso del bloque de material contenido en la propia posición, más la
suma ponderada de los pesos de los bloques en las tres celdas superiores. Ob-
sérvese la aplicación del criterio de sumación de índices en la última expresión.
Llegados a este punto, es necesario hacer una puntualización. De acuerdo
con el modelo de sistema granular descrito en el Capítulo 4, la densidad de ma-
terial ρ es constante en todo el sistema, con lo que el peso de un bloque de
material es mni = ρHdg, donde d = xi − xi−1 es el tamaño de una celda sobre el
sistema real y g es la aceleración de la gravedad. Sin embargo no se realiza esta
simplificación porque los bloques de la última capa de material sobre cada celda
pueden no estar llenos. Además, con el fin de simplificar el desarrollo que sigue,
consideraremos que los bloques por encima de la altura de la superficie del sis-
tema tienen peso cero. Esto permitirá conseguir expresiones más compactas y
generales.
A partir de esta relación entre el peso sobre una altura y el peso sobre la altura
inmediatamente superior, podemos calcular la expresión del peso total sobre una

















= m0i + φ
lm1i+l + φ
lφkp2i+l+k, (6.6)
donde l toma valores entre {−1, 0, 1}.
Si se sigue sustituyendo por los valores correspondientes a las filas superio-
res, puede obtenerse una expresión que determina la presión sobre la celda i de





k1φk2m2i+k1+k2 + · · ·
+ φk1 · · ·φkn−1mn−1i+k1+···kn−1 + φk1 · · ·φknpni+k1+···kn (6.7)
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φk1 · · ·φkn
a00 = 1.
El límite al primer sumatorio en (6.8) viene determinado por la altura del sis-
tema, pues si N es tal que NH supera la cima del sistema, mni = 0, ∀i,∀n > N .
Desde el punto de vista de la implementación, el cálculo de (6.7) es factible, ya
que si N es tal que nH supera la cima del sistema, mni = 0, ∀i,∀n > N . Sin
embargo, esta expresión resulta bastante inconveniente, pues aunque la modifi-
cación de la altura de una celda afectará normalmente a un único bloque, y por
tanto a un único mni , la expresión (6.7) no permite identificar los términos que
deben recalcularse.
Por este motivo, se reordenan los términos de la suma de forma que se pueda










Veamos la manera de obtener los coeficientes ajn.
A partir de (6.7), se obtiene que en todos los términos en los que aparece
mnj , el coeficiente que lo acompaña es un producto de la forma a = φ





Dado que, además, por la expresión (6.6) aparecen todas las permutacio-
nes con repetición posibles de los índices de los productos, obtenemos que el
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a excepción del coeficiente a00 = 1.
La generalización del modelo a un sistema bidimensional es sencillo, a partir
de (6.7), utilizando una función de pesos bidimensional φij . El peso total sobre la

















φk1l1 · · ·φknln
a000 = 1. (6.11)
Por tanto, a partir de (6.10) y (6.11) es posible calcular la presión que ejerce el
sistema sobre cada celda de la base y, durante la evolución del mismo, actualizar
este cálculo de forma sencilla.











con astn de acuerdo con (6.11).
6.5.1. Interpretación de los parámetros
El modelo presentado para la distribución del peso del sistema depende de
dos parámetros, la altura de los bloques, H, y la función φ.
La elección de la función φ determina de qué manera se distribuye la carga
del material de una capa a la inferior. Como ya se ha indicado, de acuerdo con
diferentes trabajos experimentales y de simulación (Geng et al., 2001; Liffman
et al., 2001), la carga se distribuye hacia los lados. Por este motivo, se recomien-
da tomar la función φ de la forma φ(−1) = φ(1) = , φ(0) = 1− 2 con 13 <  < 12 ,
de forma que la mayor parte de la distribución de la carga se realice hacia las
celdas vecinas, y no hacia la inmediatamente inferior.
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Por otra parte, la elección del parámetro H determina el ángulo respecto a
la vertical con el que se propaga la carga, δ = arctan Hd . Este ángulo depende
de las características particulares de cada sistema y, en principio, debe determi-
narse experimentalmente. No obstante, de acuerdo con la bibliografía existente
(Liffman et al., 2001), los valores más frecuentes que aparecen en las simulacio-
nes oscilan entre 30o y 45o respecto a la vertical, lo que da lugar a 2d > H > d,
donde d es el tamaño de una celda del Autómata.
Respecto a la relación entre los parámetros del sistema granular, d, α y z+, y
el comportamiento del modelo de distribución de presiones, no se espera encon-
trar una relación directa. El motivo es que los parámetros del modelo de sistema
granular no se refieren a aspectos de su estructura interna, y el modelo de distri-
bución de presiones, según está formulado, únicamente depende del estado del
sistema en un instante determinado y no del estado en instantes anteriores.
Esta independencia entre la evolución del sistema y la distribución de pre-
siones no concuerda con algunos resultados de simulación obtenidos por otros
investigadores (Geng et al., 2001). No obstante, la utilización que se propone
aquí para este modelo, enfocada principalmente a conocer una estimación de la
distribución de fuerzas sobre la superficie de un objeto, no requiere una precisión
tan alta.
Además, la situación en la que esta relación se ha comprobado es la creación
de un montón por acumulación de una gran cantidad de material en un punto. Es-
ta situación no parece especialmente útil cuando se trata de la carga de material
sobre objetos de la escena.
6.6. Conclusiones
Como se mostró en el Capítulo 2, uno de los aspectos menos resueltos en la
simulación de sistemas granulares en tiempo real y en entornos virtuales es la
acumulación de material sobre los objetos del escenario.
Si bien diversos autores han estudiado este problema desde una perspectiva
6. Acumulación de material sobre objetos 165
no interactiva (Hsu and Wong, 1995; Nishita et al., 1997; Fearing, 2000), única-
mente el trabajo de Zeng et al. ha abordado el problema con cierto éxito (Zeng
et al., 2007). No obstante, la metodología empleada en este último trabajo requie-
re un preproceso relativamente costoso de los objetos del escenario. Además, el
modelo de desplazamiento de material que se propone allí es muy rudimentario,
y el conjunto de la metodología se basa en un modelo de evolución sin garantías
desde el punto de vista físico.
En este capítulo se ha propuesto una metodología que se apoya en los mo-
delos desarrollados en los capítulos precedentes, basados en las propiedades
de los sistemas granulares. Además, se ha resuelto el problema de la interacción
entre diferentes sistemas, considerando el intercambio de material y el contac-
to. Por último, se introduce una novedad adicional, al proponer un modelo de
distribución de presiones sobre la base.
Con este capítulo, se completa el conjunto de modelos dinámicos que des-
criben de forma coherente y a partir de propiedades físicas la evolución de los
sistemas granulares con una metodología que permite la simulación interactiva
en tiempo real.
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No amount of experimentation can ever prove me right;
a single experiment can prove me wrong.
A. Einstein
CAPÍTULO 7
Análisis del coste computacional y
validación experimental de los modelos
Uno de los objetivos de los modelos propuestos es la simulación en tiempo
real y entornos de realidad virtual. Por tanto es muy importante comprobar que
el coste computacional de los modelos es suficientemente reducido como pa-
ra permitirlo. Por otra parte, la utilización de los modelos en aplicaciones para
formación obliga a garantizar que el comportamiento de los mismos es suficien-
temente creíble y próximo a la realidad.
En primer lugar, en este capítulo se analiza el coste computacional de dife-
rentes elementos de los modelos propuestos. Se muestra que el coste de todos
ellos está por debajo del orden cuadrático, permitiendo una ejecución eficiente.
Además, se lleva a cabo una serie de pruebas de rendimiento que confirma los
resultados del análisis previo.
En segundo lugar se realizan experimentos numéricos destinados a la valida-
ción de los modelos, que sirven como complemento al análisis que se ha llevado
a cabo en el capítulo correspondiente a cada uno de ellos. Estas pruebas repro-
ducen, por medio de los modelos, algunos experimentos utilizados habitualmen-
te para obtener o validar los modelos teóricos que han sido utilizados durante el
presente trabajo de investigación.
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7.1. Consideraciones computacionales
Los modelos de Autómatas Celulares pueden representarse de forma senci-
lla por medio de una matriz o un vector de valores enteros o reales. En el caso
de un Autómata bidimensional como los utilizados en este trabajo, lo más conve-
niente puede ser la utilización de una matriz de valores reales, en la que el valor
almacenado en la posición [i][j] de la matriz corresponda al valor de variable de
la altura de la celda (i, j). Por lo tanto la implementación de los modelos propues-
tos requerirá un espacio de almacenamiento de N2 datos de punto flotante en el
caso de una malla cuadrada de lado N .
El procedimiento más sencillo para actualizar un Autómata Celular es reco-
rrer la matriz, y aplicar sobre cada celda la regla de actualización del modelo
correspondiente según los métodos propuestos en el Capítulo 4.
7.1.1. Coste de un paso de simulación del Autómata Celular
Antes de mostrar, por medio de pruebas numéricas, el coste de los modelos
presentados, es necesario llevar a cabo un análisis del coste de los principales al-
goritmos involucrados en la implementación de los modelos. Para ello, en primer
lugar identificamos las tareas que se realizan de forma más frecuente durante la
ejecución de los modelos. Estas tareas son las siguientes:
Actualización de las celdas,
Actualización de la región de Rankine (región de fractura) de un interfaz
vertical,
Actualización del mapa de colisiones.
Estas tareas son las únicas que involucran el recorrido de alguna vector o lista
de datos. El resto de tareas involucradas en la implementación de los modelos,
tales como el cálculo de fuerzas, tanto verticales como horizontales, la actualiza-
ción de las estructuras de datos, como los interfaces verticales o la información
sobre los contactos, etc. supone un coste muy reducido, ya que se limitan a una
decena de operaciones aritméticas.
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Veamos el coste asociado a cada una de estas tareas. Para ello, analizaremos
el peor caso posible, en el que el coste es máximo, y posteriormente analizare-
mos el coste esperado.
Actualización de las celdas
La actualización del Autómata es el núcleo del modelo. Tras la detección de
colisiones y el cálculo de las diferentes interacciones, el modelo de evolución del
sistema recorre la malla para calcular la variación de altura de cada una de ellas.
Para estimar el coste de este proceso, se analiza brevemente el coste de
actualizar una celda, y posteriormente se aborda el problema de la actualización
de la malla en su conjunto.
El coste de actualización de una celda no es elevado, ya que únicamente
involucra un conjunto reducido de comprobaciones. Tras la decisión de si es ne-
cesario realizar un intercambio de material, el algoritmo puede involucrar además
las asignaciones necesarias para realizar este intercambio. En concreto se llevan
a cabo las siguientes operaciones para actualizar una celda:
Menos de 10 operaciones aritméticas y 4 asignaciones para el cálculo del
gradiente;
Menos de 20 comparaciones, 8 operaciones y 5 asignaciones para la deci-
sión de si es necesario intercambiar material;
4 asignaciones y 8 operaciones aritméticas para el intercambio de material.
En cualquier caso, el coste de la actualización de una celda estará acotado
por
C(AC) ≤ 24O + 13A+ 20C (7.1)
donde O indica operación aritmética, A asignación y C comparación.
Vemos, por tanto, que el coste asociado a la actualización de una celda no es
elevado. El problema se encuentra en la actualización del Autómata en conjunto.
Para un Autómata cuadrado de N celdas de lado, la revisión de todas las celdas
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supondría la ejecución de los dos primeros pasos (cálculo del gradiente y deci-
sión de actualización) un número de veces N ×N . Esto limita de forma evidente
el tamaño de la malla que es posible utilizar.
En el Apartado 7.1.2 se discute con más profundidad la manera de evitar el
coste cuadrático, apoyándonos en las propiedades del sistema.
Actualización de la región de Rankine
El cálculo de la fractura cuando se produce un desplazamiento horizontal del
material así como el cálculo de las fuerzas que aparecen sobre la herramienta,
requieren el análisis de la porción de terreno que se encuentra frente a la misma.
De acuerdo con el procedimiento descrito, es necesario calcular la región
de Rankine, que comprende la cuña que se desliza por el interfaz de fractura.
Para ello, de acuerdo con el procedimiento descrito en el Apartado 5.5.2, se
recorren las celdas que se encuentran delante de la herramienta, comprobando
si el interfaz de fractura corta la superficie.
Esto requiere el recorrido de cada una de las celdas que se encuentran frente
al interfaz vertical y la comprobación de que la fractura aún no ha superado la
altura del terreno. El plano de fractura se eleva desde la base de la herramienta
con un ángulo ρ respecto de la horizontal que es fijo para un mismo tipo de
material.
Por tanto, el número de celdas que será necesario comprobar hasta detectar
que el plano de fractura ha emergido a la superficie dependerá de la inclinación
del terreno frente a la herramienta. Si el terreno es horizontal, y la altura de la
pala que se encuentra hundida es d0, entonces la distancia a la que el interfaz de
fractura cortará la superficie será D = tan ρ/d0, y el número de celdas que será
necesario recorrer será D/δx (véase la Figura 7.1).
Si el terreno frente al material tiene un ángulo positivo respecto a la horizontal,
el número de celdas que será necesario comprobar será mayor. En el peor de
los casos, cuando el ángulo de la superficie β sea mayor o igual a ρ el plano
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Figura 7.1: Dependiendo de la geometría del terreno frente a la pala, el tamaño
de la región de Rankine puede variar.
de fractura definido no cortará la superficie. En este caso, el tamaño máximo del
interfaz de fractura se define en el modelo como 2d0.
Considerando el peor de los casos, el coste del cálculo de la región de Ran-
kine no depende del número de celdas que sea necesario recorrer, ya que éste
está acotado para un valor de celdas por metro. El coste de esta tarea, depende
del número de celdas que necesiten este cálculo.
Además, el cálculo de la región de fractura se efectúa en las celdas que son
frontera entre la zona en contacto y la zona libre de él y únicamente se realizan
los cálculos cuando un interfaz avanza.
Consideremos una región conexa de celdas en contacto, de diámetro D. El
número de celdas que pueden necesitar actualización tiene una relación lineal
con este diámetro1. Por tanto, el crecimiento del número de celdas con región de
fractura activa es lineal respecto al número de celdas por unidad de longitud.
Actualización del mapa de colisiones
Como ya se indicó en el Apartado 6.3.3, el problema de la detección de co-
lisiones es un problema suficientemente complejo en si mismo, y es uno de los
1Aunque la longitud del perímetro no tiene necesariamente una relación lineal con el radio de
la región, en el tipo de objetos que estamos considerando para la colisión con el terreno es una
suposición aceptable.
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objetivos secundarios en este trabajo. Por este motivo, la detección de colisiones
se ha implementado utilizando bibliotecas de propósito general, sin llevar aca-
bo optimizaciones en el código ni en el procedimiento de detección. El fin de la
implementación de este paso es, únicamente, obtener la información necesaria
para implementar los modelos de interacción.
Por este motivo, no se lleva a cabo un análisis exhaustivo del coste de la
detección de las colisiones. Posteriormente, en los análisis numéricos se justifica
convenientemente que, en cualquier caso, la detección de colisiones no supone
un impedimento para la simulación en tiempo real de un sistema granular, incluso
con una implementación no optimizada.
7.1.2. Implementación eficiente del algoritmo de actualización
La utilización de la implementación directa de un Autómata Celular, recorrien-
do todas las celdas de la malla, supone un coste computacional del orden de N2
para una malla cuadrada de lado N .
A pesar de que el coste es muy inferior al que encontramos en el caso de utili-
zar modelos de dinámica molecular, un coste cuadrático puede ser excesivo para
determinadas aplicaciones de simulación en tiempo real, en las que al modelo del
sistema granular se han de añadir otros modelos que controlan diferentes partes
de la simulación.
Por este motivo, en lugar de actualizar en todos los pasos de simulación la
malla completa, se mantiene una lista con las celdas que necesitan ser revisadas
y únicamente se comprueban las celdas de esta lista. Por tanto, el problema del
coste de ejecutar un paso de simulación se reduce al tamaño esperado y al
tamaño máximo de esta lista.
En el Apartado 4.4.5 se han discutido las propiedades estadísticas del tama-
ño de las avalanchas que se obtienen con el modelo dinámico propuesto. Se ha
confirmado la existencia de una ley de escala de tipo 1/f que indica que la fre-
cuencia de las avalanchas decrece con su tamaño. Apoyándose en esta propie-
dad, diferentes autores han propuesto implementaciones muy eficientes basada
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en listas de celdas activas (Pla-Castells, 2003; Walter and Worsch, 2004).
De acuerdo con estos esquemas de implementación no es necesario el re-
corrido de la malla completa para calcular el siguiente estado del Autómata. En
el caso en que el Autómata alcance un estado de reposo, ninguna de las celdas
necesitará ser actualizada hasta que se produzca una modificación externa en
el sistema. E incluso en este caso, únicamente aquellas celdas afectadas por la
modificación necesitarán ser comprobadas.
Estimación del coste computacional del algoritmo
A partir de la implementación anterior de la actualización del Autómata Celu-
lar, el coste real de un paso de la evolución del sistema dependerá directamente
de la cantidad de celdas que se encuentren activas en ese instante.
Sin embargo, las propiedades estadísticas observadas en el sistema nos in-
dican que a partir de un estado de reposo, cualquier modificación local de una
celda, el número de celdas que se verá afectado en iteraciones sucesivas se
mantendrá, en la mayoría de los casos, dentro del orden N .
Para comprobar el coste del nuevo algoritmo se han realizado simulaciones
con mallas de diferentes tamaños y se han analizando tanto la media, como el
máximo de la longitud del vector de posiciones a cada paso de la simulación de
forma que se pueda obtener una cota superior del coste del algoritmo. Esta cota
es importante en el caso de simulaciones en tiempo real.
Las simulaciones se han hecho sobre un cono de material con pendiente
próxima a la pendiente crítica, de forma que prácticamente cualquier adición de
material da lugar a una avalancha. La simulación se inicia con una adición de
material en el vértice del cono que provoca una avalancha y cada vez que el sis-
tema alcanza el estado de reposo se realiza una nueva adición de material para
provocar una nueva avalancha. En cada actualización se ha medido el número
de celdas activas.
La Figura 7.2 muestra el tamaño medio del vector de celdas activas, y el
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tamaño máximo durante toda la simulación, para cada radio del cono en número
de celdas. Se aprecia claramente que el tamaño máximo del vector durante la











































Figura 7.2: Tamaño medio y máximo del vector de celdas activas en la formación
de un cono, para diferentes valores del radio del cono.
De los resultados anteriores se obtiene que el algoritmo propuesto tiene un
coste lineal con respecto al radio del sistema en cada instante. El radio del siste-
ma está acotado por el tamaño de la malla N y por tanto el coste del algoritmo
será como mucho lineal con respecto al tamaño de la malla.
7.1.3. Coste del modelo de la distribución de presiones
En este trabajo, los aspectos computacionales son de gran importancia. La
principal motivación para el desarrollo de los modelos basados en Autómatas
Celulares ha sido la obtención de modelos utilizables en aplicaciones gráficas en
tiempo real. Por lo tanto, para que los modelos de presión presentados puedan
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utilizarse en el mismo ámbito deben ser suficientemente eficientes desde el punto
de vista computacional.
El nuevo modelo de AC que se ha definido (5.4) tiene, al igual que el modelo
descrito en el Capítulo 5, un coste máximo del orden de N2, para un Autómata
N × N , ya que únicamente añade el cálculo de cuatro sumas y dos divisiones
para cada celda respecto al modelo no interactivo.
Como se comprobará en el Capítulo 9, estos modelos se han utilizado con
éxito en aplicaciones gráficas en tiempo real complejas, y con una implemen-
tación adecuadamente optimizada se comprueba que en la práctica tienen un
coste del orden de N .
A continuación se analiza es el coste asociado al modelo de cálculo de pre-
siones. En primer lugar consideremos los cálculos asociados a los coeficientes
astn de (6.10). El coste asociado al cálculo de estos coeficientes es elevado; para
cada nivel n supone calcular (2n+1)2 coeficientes, cada uno de ellos consistente
en un sumatorio que puede tener del orden de hasta (n!)2 términos, con varios
productos cada uno, en el caso del coeficiente a00n. Sin embargo, su cálculo no
es necesario cada vez que ha de calcularse (6.10). Por el contrario, estos coefi-
cientes pueden calcularse previamente para la función φ escogida, de forma que
no es necesario ningún cálculo durante la simulación.
Una vez obtenidos los coeficientes, el cálculo de la presión sobre una celda
a partir de (6.10) involucra el cálculo de (2n + 1)2 para cada uno de los niveles,
n = 1, . . . , N . Sin embargo, de nuevo el cálculo de la presión para todas las
celdas del sistema debe realizarse únicamente antes del inicio de la simulación,
durante los cálculos preliminares, a partir del estado inicial del sistema.
A partir de ese instante, únicamente aquellas celdas que resulten modificadas
por causas externas provocarán cambios en la distribución de presión, afectan-
do a un cuadrado centrado en la celda, cuyo lado será el número de bloques de
altura H que estén ocupados en esa celda. Y en estas celdas el número de coefi-
cientes que deberán ser recalculados será del orden de 1, constante (únicamente
debe recalcularse el término del bloque de material modificado).
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Por tanto, podemos concluir que el modelo de distribución de presiones, aun-
que requiere una inicialización costosa, ésta puede realizarse con anterioridad a
la simulación, para generar ficheros de inicio. Una vez realizados los cálculos de
inicialización, el coste de actualización del sistema tras una modificación es del
orden del cuadrado del número de bloques de altura H en que se ha descom-
puesto el sistema, que se encuentra, en la mayoría de casos prácticos, un orden
de magnitud por debajo de N .
De esta forma, el modelo de distribución de presiones permite reproducir el
efecto de la aplicación de fuerzas sobre los objetos del escenario que contengan
material sobre ellos.
7.1.4. Gestión eficiente de la memoria
El modelo se ha implementado empleando una matriz de estructuras que
contienen la información de cada celda. El hecho de utilizar una malla rectan-
gular, hace que el número total de celdas que es necesario crear sea elevado.
Esto limita la utilización de mallas realmente grandes, que puedan emplearse,
por ejemplo para simular un entorno portuario de una gran extensión.
No obstante, el Autómata Celular se he implementado de forma que la posi-
ción y la estructura de vecinos de una celda puede modificarse durante la simu-
lación de forma sencilla. Esto permitirá en un futuro la utilización de un vector de
celdas de tamaño menor al de la malla completa.
7.2. Pruebas de rendimiento sobre los modelos
Para conocer el coste computacional de los diferentes modelos propuestos se
han llevado a cabo una serie de pruebas controladas. En estas pruebas se han
simulado situaciones en las que que se ha ejecutado el bucle de simulación un
número elevado de veces. De esta manera se ha podido obtener una estimación
del tiempo necesario para la ejecución de un paso de simulación.
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Estas pruebas se han realizado de forma que sea posible conocer el coste
asociado a cada uno de los modelos presentados. Cada prueba se ha hecho so-
bre un escenario normalizado, de forma que a partir de los resultados sea posible
estimar de forma sencilla el coste de una simulación si se conocen estimaciones
de las dimensiones del escenario.
Además, las pruebas de coste temporal se acompañan de simulaciones rea-
lizadas con el programa de análisis Valgrind (Nethercote and Seward, 2007), que
permiten conocer de forma precisa e independiente de la máquina el porcentaje
de coste asociada a cada módulo de las bibliotecas implementadas.
A continuación se presentan experimentos numéricos para la evolución del
Autómata en ausencia de colisiones, y para la evolución del Autómata cuando se
producen colisiones.
7.2.1. Modelo de evolución
En primer lugar, se ha llevado a cabo un experimento numérico destinado a
evaluar la actualización del Autómata, de acuerdo con los modelos presentados
en el Capítulo 4.
Para ello se ha diseñado un experimento en el que todas las celdas del Autó-
mata se actualizan durante un número determinado de pasos. De esta manera,
es posible obtener un tiempo de actualización promedio por celda calculando el
tiempo de actualización de todo el Autómata.
Se ha preparado una configuración inicial en la que el sistema forma una
pendiente plana de 1 metro de lado (Figura 7.3(a)), con una pendiente suficiente-
mente inclinada de manera que, al dejar evolucionar el sistema, su ángulo inicial
es superior al ángulo de reposo del sistema y todas las celdas del Autómata se
encuentran activas durante todos los pasos simulados.
La Figura 7.3(b) muestra una representación en alambre de la configuración
inicial con 30 celdas por metro de densidad de la malla.
178 7.2 Pruebas de rendimiento sobre los modelos
(a) Sistema de prueba con dibujo sólido
(b) Sistema de prueba con malla de alambre
Figura 7.3: Experimento numérico realizado para analizar el coste de la actuali-
zación del sistema utilizando el modelo propuesto en este trabajo.
Los experimentos se han realizado con diferente número de celdas por metro,
N = {5, 10, 15, 20, 25, 30} con simulaciones de 100000 pasos. De esta forma, en
cada experimento se han ejecutado N ×N × 10000 actualizaciones de celda.
De cada prueba se han realizado 50 repeticiones, con el fin de poder obtener
datos estadísticamente significativos. El Cuadro 7.1 muestra los tiempos obteni-
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dos para cada actualización del Autómata, en milisegundos, para cada densidad
de celdas por metro. Estos tiempos corresponden a la actualización del sistema
entero, es decir, para N ×N celdas.
N
5 10 15 20 25 30
Tiempo (ms) 0,019 ± 0,005 0,088 ± 0,005 0,171 ± 0,005 0,272 ± 0,005 0,403 ± 0,005 0,550 ± 0,005
Cuadro 7.1: Tiempo utilizado por una actualización completa del Autómata Celu-
lar con N ×N celdas, en función del valor de N .
Vemos, por tanto, que la actualización del Autómata es extraordinariamente
eficiente, incluso en el caso más desfavorable, con todas las celdas del Autómata
activas. Con un coste menor a medio milisegundo por metro cuadrado, el margen
existente para la utilización de mallas muy densas es muy grande, y el límite lo
pondrá, en cualquier caso, la representación gráfica o la memoria necesaria para
el almacenamiento del modelo.
7.2.2. Modelo de evolución con representación gráfica
Una vez analizado el coste computacional de la actualización de una celda
mediante los modelos de evolución, debemos repetir los experimentos realizados
en el Apartado 7.2.1 pero añadiendo el análisis de la representación gráfica del
sistema.
Se ha repetido el experimento sobre una malla de tamaño 1 metro, con dis-
tintas densidades de celda N = {30, 35, 40, 45, 50} y con dos configuraciones
diferentes; primero con el sistema completo de actualización de Autómata Ce-
lular más su representación gráfica mediante OpenSceneGraph y segunda sólo
con la representación gráfica sin actualización del Autómata.
Los resultados obtenidos se muestran en el Cuadro 7.2 y en la gráfica de
la Figura 7.4. Como cabría esperar, el coste de la realización de un paso de
simulación sin la actualización del Autómata Celular es inferior al del sistema
completo. Sin embargo los resultados muestran que el impacto sobre el coste de
la simulación del sistema granular es muy reducido.
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N
30 35 40 45 50
osg+AC (ms) 1.96006 2.43348 3.05932 3.67728 4.16358
osg (ms) 1.8069 2.18414 2.69826 3.16888 3.58104
Cuadro 7.2: Resultados de las pruebas numéricas para comparar el coste de
la aplicación con modelo dinámico y de la aplicación sólo con representación
gráfica.
Figura 7.4: Evolución del coste de la aplicación con modelo dinámico y sin mo-
delo dinámico en función del número de celdas.Véase también el Cuadro 7.2.
El Cuadro 7.3 recoge el porcentaje de coste de la actualización del Autó-
mata Celular dentro de un paso de simulación para diferentes densidades de
la malla. Este dato ha sido obtenido por medio de la herramienta Valgrind, con
lo que puede estar sobreestimando el coste de la representación gráfica, al no
aprovechar toda la potencia de la tarjeta gráfica. Sin embargo, los resultados
no discrepan excesivamente con los obtenidos en simulaciones con aceleración
gráfica completa. En todos los casos el porcentaje queda por debajo del 12 % en
la simulación real y por debajo del 10 % en la simulación realizada con Valgrind.
7. Análisis del coste computacional y validación de los modelos 181
N
10 15 20 25 30
% coste AC 6.0665 7.48 8.31 8.785 9.095
Cuadro 7.3: Porcentaje de tiempo que representa el cálculo del modelo dinámico
respecto al total de la aplicación gráfica (datos obtenidos con Valgrind).
7.2.3. Modelo con colisiones
Para obtener mediciones sobre el coste de la aplicación de fuerzas y gestión
de colisiones en el sistema se ha realizado un experimento consistente en el
apoyo de un cubo de arista unidad sobre un sistema granular en reposo. Esto da
lugar a un área de contacto de 1m2 como puede observarse en la Figura 7.5(a).
El experimento se ha realizado para diferentes configuraciones en la densidad
de la malla N dando lugar a un número variable de celdas en contacto con el
objeto externo. Puede observarse un detalle del experimento en la Figura 7.5(b).
Se han realizado 50 repeticiones para cada uno de los valores de N , ob-
teniendo las medias con los correspondientes intervalos de confianza. El Cua-
dro 7.4 muestra los resultados obtenidos para este experimento.
N
5 10 15 20 25 30
Tiempo (ms) 0,02037 0.04805 0.09137 0.16653 0.28971 0.52715
IC 0.00039 0.00074 0.00019 0.00021 0.00099 0.00637
Cuadro 7.4: Resultados de los experimentos destinados a analizar el coste del
cálculo de colisiones y fuerzas de reacción en los modelos propuestos.
Se puede apreciar que, aunque el crecimiento es cuadrático (véase la Figu-
ra 7.6), como cabría esperar, el tiempo empleado para el calculo de los valores
más grandes de N es sólo ligeramente superior a medio milisegundo.
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(a) Sistema de prueba con dibujo sólido
(b) Sistema de prueba con malla de alambre
Figura 7.5: Experimento numérico realizado para analizar el coste de la detección
y reacción a las colisiones.
7.2.4. Modelo de desplazamiento horizontal
En los experimentos realizados en el Apartado 7.2.3 involucran, principalmen-
te contactos de tipo vertical, ya que en la situación simulada no se dan desplaza-
mientos horizontales del material. En este apartado se realiza un estudio sobre el
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Figura 7.6: Evolución del coste del cálculo de las fuerzas de contacto. Véase
también el Cuadro 7.4.
coste computacional del cálculo de fuerzas y actualización del Autómata Celular
debido al desplazamiento horizontal de un sólido en su superficie.
Para medir el coste del desplazamiento horizontal de material se ha realizado
un experimento similar al anterior. Se ha partido de una malla de 2m × 6m. En
un extremo se ha situado un cubo de arista unidad, hundido en el suelo una
profundidad d0 variando entre 0.1m y 0.3m. A partir de esta situación inicial,
se ha provocado un desplazamiento horizontal del cubo a velocidad constante,
haciendo que desplace el material.
A modo de ejemplo, en la Figura 7.7(a) puede observarse la colocación del
cubo sobre el sistema granular a una profundidad d0 de 0.25 con una densidad
de malla de 20 celdas por metro (véase la Figura 7.7(b))
Las pruebas se han realizado mediante 50 repeticiones del mismo experi-
mento con diferentes valores de densidad de celda N = {5, 10, 15, 20, 25, 30} y
para diferentes valores de d0 = {0,1, 0,15, 0,2, 0,25, 0,3}. En el Cuadro 7.5 los re-
sultados obtenidos expresados en milisegundo de cada uno de los experimentos.
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(a) Sistema de prueba con dibujo sólido
(b) Sistema de prueba con malla de alambre
Figura 7.7: Experimento numérico realizado para analizar el coste del desplaza-
miento horizontal del material.
Como puede observarse (véase también la Figura 7.8), el tiempo necesario
para realizar un paso de simulación aumenta tanto con la densidad de la malla
utilizada, como con la profundidad d0 a la que se coloca inicialmente el cubo
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d0
N 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
5 0.058256 0.059008 0.0606 0.061128 0.060964
10 0.161752 0.185186 0.175581 0.173528 0.17658
15 0.334178 0.34078 0.345908 0.348218 0.356416
20 0.579922 0.591814 0.606 0.619512 0.634594
25 0.944118 0.972844 0.982218 1.000694 1.027596
30 1.317558 1.344494 1.353386 1.348878 1.372106
Cuadro 7.5: Coste del cálculo del desplazamiento horizontal sobre el sistema
granular en función de la profundidad del interfaz y el número de celdas.
como cabría esperar. No obstante, el coste de las simulaciones no supera los 1.4
milisegundos en ninguno de los casos simulados.
Figura 7.8: Evolución del coste del desplazamiento horizontal del material. Véase
también el Cuadro 7.5.
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7.3. Validación de los modelos de interacción
En este apartado desarrollan experimentos numéricos destinados a determi-
nar la similitud entre el comportamiento de los modelos propuestos en este tra-
bajo y el comportamiento descrito por los modelos teóricos que los han motivado
o el observado en experimentos empíricos.
La posibilidad de realización de pruebas con material real ha sido descartada,
debido a la complejidad y el coste que revisten. Por tanto, como elementos de
referencia utilizaremos, además de los modelos teóricos discutidos en el Capítu-
lo 3, trabajos experimentales llevados a cabo por otros científicos.
7.3.1. Modelo de presión normal
El modelo de presión normal y fuerzas de reacción presentado en el Capí-
tulo 3 se basa en la observación de pruebas de hundimiento. Tomaremos como
referencia el modelo presentado en (Wong, 2001), descrito en el Apartado 3.3.3.
El experimento realizado consiste en la repetición del experimento para el cálcu-
lo del rendimiento descrito en el Apartado 7.2.3, que consiste en dejar caer un
cubo sobre una superficie plana (Figura 7.10). En este caso, el experimento se
ha repetido con cubos de diferentes masas, pero con iguales dimensiones.
Esto ha dado lugar a diferentes valores para la presión que actúa sobre el
área de 1m2 de contacto entre el terreno y el cubo debidos a las diferentes fuer-
zas ejercidas por la gravedad. Para cada valor de presión ejercido se ha calcula-
do el hundimiento final del cubo con el fin de obtener una relación experimental
entre presión y hundimiento, y determinar si el modelo basado en el Autómata
Celular se ajusta al comportamiento predicho por los modelos teóricos.
Se han realizado tres experimentos variando el valor de n en la ecuación 3.19.
Los modelos experimentales encontrados en la bibliografía muestran que para la
arena seca n =1.1. Aún así, hemos querido comprobar que cambiando el valor
de n el modelo respondía a las expectativas teóricas a pesar de ser un modelo
integrado en un conjunto de modelos de interacción.
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En el Cuadro 7.6 podemos observar los valores de hundimiento obtenidos en
los experimentos para valores de n = {1.1 , 1.5 , 2.0}.
Masa
200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n = 1.1 0.04195 0.062955 0.08394 0.10496 0.12593 0.14693 0.16797 0.18892 0.20996
n = 1.5 0.120744 0.158228 0.19174 0.22249 0.251253 0.278454 0.304395 0.329253 0.353212
n = 2.0 0.204767 0.250868 0.2898 0.323945 0.354885 0.38332 0.409795 0.434649 0.458209
Cuadro 7.6: Hundimiento de la carga en función de su masa con diferentes valo-
res del parámetro n.
En la Figura 7.10(a) puede observarse una representación gráfica de los re-
sultados mostrados en el Cuadro 7.6. Se han relativizado los datos respecto
al experimento correspondiente a n =1.1 para la mejor compresión de los da-
tos representados. La línea roja corresponde a los datos n=1.1, la línea verde
corresponde a los datos n=1.5 y la línea azul corresponde a los datos n=2.0.
Claramente se observa en la figura que los datos se ajustan al modelo teórico
predicho z1,1, z1,5 y z2 respectivamente.
El experimento se ha llevado a cabo para diferentes valores de la densidad
de celdas por metro, con el fin de descartar que este valor pueda tener algu-
na influencia. La Figura 7.10(b) muestra gráficamente el resultado obtenido que
indica que el comportamiento del modelo es independiente de la discretización
utilizada.
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(a) Relación entre la fuerza del peso y el hundimiento
(b) Relación entre la densidad de la malla y el hundimiento
Figura 7.9: Relación entre la presión y el hundimiento en el modelo de presión
vertical.
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(a) Sistema de prueba con dibujo sólido
(b) Sistema de prueba con malla de alambre
Figura 7.10: Experimento realizado dejando caer un cubo de 1 metro de lado
sobre una malla horizontal para calcular el hundimiento provocado por la presión
ejercida sobre el sistema.
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7.3.2. Modelo de fuerzas horizontales
El modelo de desplazamiento horizontal del terreno, basado en la teoría de
Mohr-Coulomb, y descrito por medio de interfaces de fractura, es un modelo des-
criptivo y basado en la observación experimental. El modelo discreto que se pre-
senta en el Apartado 5.5.2 reproduce esta descripción, y su comportamiento
puede observarse por medio de la realización de experimentos.
Sin embargo, además de la descripción fenomenológica de este comporta-
miento, el modelo involucra el cálculo de la fuerza horizontal que aparece sobre
una pala vertical. La evolución de esta fuerza durante el avance de la pala en
un sistema granular ha sido medido, y comparado con experimentos similares
realizados por otros autores.
Figura 7.11: Simulación de un cubo semienterrado en el sistema granular para
medir la fuerza horizontal que actúa sobre él.
En particular, se ha utilizado el experimento numérico del Apartado 7.2.4 (Fi-
gura 7.11) para reproducir un experimento similar presentado por Nouguier (Nou-
guier et al., 2000). Se ha iniciado el experimento situando un cubo en el interior
del sistema granular, y se ha provocado su avance a velocidad constante, mi-
diendo la fuerza horizontal a cada instante.
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Figura 7.12: Evolución de la fuerza horizontal que actúa sobre el cubo a lo largo
del tiempo.
En la Figura 7.12 puede observarse que la fuerza aumenta a lo largo del
tiempo debido a que la cantidad de material que se va acumulando delante del
obstáculo y que ejerce una fuerza contraria a la dirección de avance. Estos resul-
tados son similares a los presentados por Nouguier (Nouguier et al., 2000) como
cabría esperar.
7.3.3. Simulación numérica de la distribución de presiones
Una vez analizado tanto los modelos de presión vertical como los modelos de
fuerza horizontal que se presentan en la simulación de manipulación de terreno
por una herramienta, nos queda analizar el modelo de distribución de presiones
presentado en el Apartado 6.5 y que corresponde al conjunto de fuerzas que
aparecen en la base de la pala cuando se está manipulando material granular.
Con el objeto de poder comparar los resultados obtenidos con los de otros
autores, la validación del modelo de distribución de presiones se ha realizado
reproduciendo un experimento habitual en este tipo de análisis. Este experimento
consiste en la formación de una colina por medio de la caída de material en una
zona circular de un plano horizontal. Se ha obtenido la distribución de presiones
una vez el sistema ha alcanzado un estado de reposo.
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Las simulaciones numéricas se han realizado a partir de un sistema unidi-
mensional como el utilizado para el desarrollo del modelo en el Apartado 6.5. Se
ha utilizado un sistema con d = 0,5, α = 30o y z+ = 0,05, con densidad ρ = 1, y
se han realizado experimentos numéricos para diferentes valores de δ, para una
distribución φ con  = 0,4.
Como podemos observar en la Figura 7.13, los resultados de la simulación
muestran una curva que sigue de manera suave las alturas del sistema. Este
resultado es el mismo que han obtenido otros autores que han estudiado el caso
de material con densidad constante utilizando métodos numéricos (Liffman et al.,
2001), y además, nuestros resultados no varían significativamente de otros resul-





























Figura 7.13: Simulación de la distribución de presiones debajo de una colina
formada por deposición de material. (a) Distribución de presiones para diferentes
valores de H. (b) Detalle de la region central de la colina.
Podemos observar en la Fig. 7.13 (b) que la distribución de presiones para
valores grandes de δ lleva a presiones ligeramente menores en el centro de la
colina.
Hay aspectos observados en otros trabajos que no se reflejan conveniente-
mente, como la aparición de una depresión en la zona central del sistema cuando
la caída de material se sitúa en un único punto (Geng et al., 2001), y que ha sido
relacionada, como ya hemos mencionado con la influencia de estados anteriores
en la distribución final del sistema. Éste y otros posibles aspectos no reflejados
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en el modelo tendrán que ser analizados para su consideración en futuras revi-
siones de este trabajo.
7.4. Conclusiones
En este capítulo se ha presentado un análisis exhaustivo del conjunto de
modelos presentado en este trabajo destinado a determinar si permiten alcanzar
sus principales objetivos; la simulación en tiempo real, y la reproducción realista
del comportamiento del sistema.
Para ello, en primer lugar se ha mostrado, por medio de análisis de costes y
de pruebas de rendimiento, que los modelos son perfectamente adecuados para
simulación en entornos interactivos en tiempo real. Los costes de la ejecución de
un paso de simulación son del orden de medio milisegundo por metro cuadrado
de terreno activo en el peor de los casos.
Hemos visto además, que el coste asociado a la detección y gestión de co-
lisiones puede llegar a duplicar y casi triplicar el coste. Pero aún así no supone
un problema, ya que los números se mantienen dentro de valores muy adecua-
dos para la simulación en tiempo real. Estos datos tienen un valor añadido, si
tenemos en cuenta que los algoritmos de detección de colisiones no han sido
optimizados, lo que da un margen amplio para la mejora de dichos tiempos.
En segundo lugar, se han realizado experimentos con los modelos desarro-
llados en el presente trabajo replicado experimentos reales empleados para el
estudio de los sistemas granulares. Por medio del análisis de los resultados, se
ha comprobado que los modelos no sólo permiten una implementación eficiente,
sino que además ofrecen un comportamiento realista.
Se ha analizado el comportamiento de la fuerza de reacción tanto en el des-
plazamiento horizontal como en el caso del hundimiento. En ambos casos, los
resultados obtenidos coinciden con los mostrados por los sistemas granulares
reales y por otros experimentos realizados con metodologías contrastadas, co-
mo el caso del trabajo de Nouguier (Nouguier et al., 2000).
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También se ha comparado con experimentos realizados sobre sistemas reales
la distribución de presiones obtenida en el Apartado 6.5. En este caso se ha com-
probado que, si bien no se reproducen algunos comportamientos observados en
sistemas reales, el comportamiento de la distribución no discrepa excesivamente
del observado en éstos.
Todos estos resultados, unidos a la descripción estadística del sistema obte-
nida en el Apartado 4.4.5 ofrecen una validación muy completa de los modelos
dinámicos propuestos.
Make everything as simple as possible, but not simpler.
A. Einstein
CAPÍTULO 8
Mejora de las técnicas de representación
gráfica de terreno interactivo
Una vez definidos los modelos que se proponen para la representación de
sistemas granulares, se detallan a continuación algunos de los principales as-
pectos relacionados con la representación gráfica de los mismos en el ámbito de
aplicaciones de realidad virtual.
En este capítulo revisaremos las primitivas más adecuadas para el modelado
geométrico de los modelos propuestos en los capítulos anteriores. Además, se
propone un conjunto de mejoras en la representación gráfica en tiempo real de
los sistemas granulares respecto a las técnicas existentes actualmente.
8.1. Primitivas para representación gráfica
Dado que el objetivo del trabajo es el desarrollo de modelos de sistemas
granulares para su utilización en entornos virtuales, será necesario indicar la
forma en que se puede realizar la representación gráfica de los sistemas a partir
de los modelos.
Para ello veremos la manera en que se puede transferir la información al-
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macenada en los modelos propuestos a un sistema de representación gráfica
basada en OpenGL.
Recordemos que la forma de formalizar cualquiera de los modelos propues-
tos en este trabajo consiste en una matriz de las mismas dimensiones que el
Autómata. En ella, el valor almacenado en la posición (i, j) representa la altura
del sistema en la posición (xi, xj). A partir de esta información es posible uti-
lizar determinadas primitivas de OpenGL para realizar una representación casi
inmediata.
8.1.1. Utilización de TRIANGLE STRIP
Primitivas OpenGL
Antes de continuar, repasaremos dos de las primitivas de OpenGL que resul-
tan muy adecuadas para realizar la representación de los modelos basados en
Autómatas Celulares.
En primer lugar, el QUAD STRIP consiste en una cadena de cuadriláteros.
Cada cuadrilátero comparte con el siguiente una arista, de manera que es posible
formar una cuadrícula N ×M utilizando N QUAD STRIP de longitud M o bien M
QUAD STRIP de longitud N . Cada QUAD STRIP de longitud N se define a partir
de un conjunto de 2N + 2 puntos, de manera que el n-esimo cuadrilátero está
formado por los puntos 2n− 1, 2n, 2n+ 2 y 2n+ 1.
En la Figura 8.1 se puede ver un ejemplo de representación de una de las
filas de una cuadrícula por medio de QUAD STRIP.
En segundo lugar, el TRIANGLE STRIP consiste en una cadena de triángulos
dispuestos de manera que cada par de triángulos adyacentes comparten dos de
sus puntos. El triángulo n-esimo de la tira de triángulos estará formado por los
puntos n, n + 1, y n + 2 para n impar y por los puntos n + 1, n, y n + 2 para n
par. Para un conjunto de N > 2 nodos se construye una tira formada por N − 2
triángulos.
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1 3 5 7 9 11
12108642
Figura 8.1: Representación de una fila de la malla por medio de una primitiva de
tipo QUAD STRIP.
Por medio de TRIANGLE STRIP se puede representar una cuadrícula de for-
ma similar a como se representa con QUAD STRIP dividiendo cada celda de la
malla en dos triángulos. En la Figura 8.2 se puede ver un ejemplo de represen-
tación de una de las filas de una cuadrícula por medio de TRIANGLE STRIP.
2 4 6 8 10 12
1197531
Figura 8.2: Representación de una fila de la malla por medio de una primitiva de
tipo TRIANGLE STRIP.
Evaluación de mallas con OpenGL
La interfaz de OpenGL incorpora funciones que permiten la creación automá-
tica de mallas para representación a partir de un conjunto de puntos de control.
Esta tarea se puede realizar, por ejemplo, por medio de las funciones glMap2 y
glEvalMesh, que toman un conjunto de puntos de control tridimensionales y lo
convierten en una malla de tamaño arbitrario definida por los puntos proporcio-
nados.
La principal ventaja de este método es que incorpora un método de cálculo
automático de normales, texturas y color, obteniéndose un resultado con apa-
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riencia diferenciable.
Sin embargo, este método de representación requiere el almacenamiento de
una matriz de tamaño N por M en la que cada elemento es a su vez un vector
tridimensional. Este almacenamiento no es necesario en el caso de la utilización
de las primitivas anteriores, en las que únicamente es necesario almacenar una
matriz con alturas.
Además, este método es más costoso computacionalmente. Esto es debido a
que la biblioteca OpenGL utiliza los puntos proporcionados como puntos de con-
trol para construir una malla con superficies de bezier u otro tipo de superficies
parametrizadas, en lugar de utilizar directamente los puntos proporcionados.
Cálculo de normales
En el caso de utilizar para la representación de los modelos las primitivas de
OpenGL QUAD STRIP o TRIANGLE STRIP, es necesario calcular las direcciones
normales de los vértices, para el correcto funcionamiento del modelo de ilumina-
ción. A continuación se indica el procedimiento a seguir para este cálculo, a partir
de la definición de normal a una superficie.
Dada una superficie parametrizada definida en un abierto, se define su plano
tangente en un punto p como el subespacio vectorial de R3 generado por los
vectores tangentes a las curvas contenidas en la superficie que pasan por p.
En este subespacio se considera una base < X1(p), X2(p) > y se define el




A partir de estas definiciones puede obtenerse una aproximación al vector
normal unitario en un punto de la malla. Consideremos el conjunto de puntos
(xi, xj , h(i, j)) de R3 como una discretización de una superficie dada en la forma
z = f(x, y). Los vectores tangentes a las curvas σ1(t) = (t, yj , f(t, yj)) en t = xi
y σ2(t) = (xi, t, f(xi, t)) en t = yj forman una base del plano tangente a la
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superficie en el punto p = (xi, yj , h(i, j)).
El vector tangente a una curva σ(t) = (x(t), y(t), z(t)) es el vector dado por
t(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)). A partir de la discretización definida por los puntos de
la malla de cada una de las dos curvas se pueden obtener aproximaciones sus










h(i, j + 1)− h(i, j)
yj+1 − yj
)
El cálculo del vector normal en cada vértice, tanto para su utilización en el
modelo de iluminación de la escena como para el cálculo de fuerzas de contacto
en los modelos de interacciones se puede aproximar por medio de
N(xi, xj , h(i, j)) =
σ′1(xi)× σ′2(yj)
‖σ′1(xi)× σ′2(yj)‖
8.1.2. Aparición de crestas
En la utilización de las primitivas TRIANGLE STRIP se ha observado que
la geometría del modelo no se adapta bien a la forma del terreno en algunos
puntos. Consideremos una situación en la que se produce una cresta como, por
ejemplo, el borde de una rodada de los neumáticos de un vehículo (véase la
Figura 8.38.3a).
Si la cresta sigue la dirección de una de las diagonales de la malla y es-
ta diagonal es perpendicular a la dirección de las diagonales que definen el
TRIANGLE STRIP (véase la Figura 8.2) se produce un efecto de dientes de sie-
rra. El motivo es que la orientación de las aristas del TRIANGLE STRIP impide
reproducir correctamente la curvatura de la superficie en la dirección perpendi-
cular a las mismas.
Con el fin de evitar la aparición de esta anomalía en la representación del
terreno, se propone la sustitución de la primitiva TRIANGLE STRIP por una im-
plementación de la misma utilizando un vector de vértices GL VERTEX ARRAY
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(a) Representación del terreno con dibujo sólido
(b) Representación del terreno con malla de alambre
Figura 8.3: La representación del sistema por medio de TRIANGLE STRIP da
lugar a la aparición de dientes de sierra sobre las crestas cuando la dirección de
las mismas es perpendicular a las diagonales que dividen los cuadriláteros sobre
los que se define.
8. Mejora de las técnicas de representación gráfica de terreno interactivo 201
de OpenGL. Por medio de un GL VERTEX ARRAY es posible decidir el orden en
el que se utilizan los vértices para la creación de los triángulos, lo que permite
modificar la dirección de las diagonales.
Para ello, cuando se actualiza la altura de un vértice a partir de la informa-
ción proporcionada por el modelo dinámico, se comprueban los cuadrados que
comparten ese vértice. Para cada uno de ellos se decide la dirección que debe
seguir la diagonal en función de la altura de los cuatro vértices del cuadrado.
Figura 8.4: La utilización de un vector de vértices, junto con un vector de índices
que indica el orden en el que se generan los triángulos, permite evitar la aparición
de crestas irregulares.
8.2. Texturizado para las zonas en movimiento
Con el fin de obtener una representación realista del sistema simulado es ne-
cesario tratar de forma especial las zonas del montón que están en movimiento.
Es decir, aquellas regiones en las que se está produciendo una avalancha y en
las que el material está fluyendo por la superficie.
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A modo de ejemplo, consideremos un montón de grava representado por un
mapa de alturas con puntos (i, j) y una textura fotográfica en la que se aprecian
partículas con diferentes tamaños. Si el material empieza a fluir por la superficie
del montón, con un campo de velocidades v(i, j), podemos hacer que la coor-
denada de textura se modifique de acuerdo con este campo de velocidades. Sin
embargo, la divergencia de v hará que, rápidamente, el aspecto de la textura se
deforme hasta aparecer irreconocible (Figura 8.5). Por tanto, es necesario con-
seguir la preservación del aspecto original de la textura, al menos hasta un cierto
grado.
Figura 8.5: Deformación de la textura causado por el desplazamiento de la coor-
denada de textura propuesto por (Onoue and Nishita, 2005).
Para la realización de esta tarea se utilizarán técnicas de representación de
flujo de material habituales en la simulación de fluidos. Las técnicas existentes
para conseguir una sensación realista de flujo se centran en conseguir dos ob-
jetivos. En primer lugar, conseguir que las características locales de la textura
que representa el material se desplacen de acuerdo con el campo vectorial de
velocidades definido por el flujo. En segundo lugar, conseguir que la deformación
de estas características no llegue a hacer que se pierda su aspecto global.
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El principal inconveniente que presentan estas técnicas es el hecho de que
están diseñadas para obtener resultados muy realistas, adecuados para la rea-
lización de animaciones no interactivas, por lo que su coste computacional es
elevado. Estas técnicas se componen de algoritmos de desplazamiento y com-
binación de texturas obtenidas de forma procedural. Sin embargo, parte de las
ideas básicas de estas técnicas son utilizables en tiempo real, como ha sido
mostrado por Neyret (Neyret, 2003).
Además, de la cuestión relativa al coste computacional, las técnicas presen-
tadas habitualmente están destinadas a la realización de animaciones de flujos
continuos, por lo que presentan ciertas deficiencias cuando se aplican al flujo de
un sistema granular, que presenta discontinuidades.
En este apartado presentamos el esquema de animación de flujo utilizado en
el modelo de terreno, así como las consideraciones adicionales necesarias para
la representación de flujos con discontinuidades.
8.2.1. Desplazamiento de la coordenada de textura
Consideremos una malla representada por un mapa de alturas, con una textu-
ra. Cada vértice (i, j) tiene una coordenada de textura (u, v) = (wii, wjj), donde
{wi}i, {wj}j son parámetros que determinan la forma en la que la textura cu-
bre la malla. Cada vértice tiene asociado además, un valor de desplazamiento
S(i, j) = (si, sj), de forma que la coordenada de textura que se representa para
un vértice (i, j) es
T (i, j) = (u, v) + (si, sj)
A continuación se explica el procedimiento para modifica el desplazamiento
de la coordenada de textura de cada vértice S(i, j) empleado por Onoue y Nishita
(Onoue and Nishita, 2005), basado a su vez en el trabajo de Max y Becker (Max
and Becker, 1995). En su modelo de evolución, cada celda se comprueba con los
ocho vecinos, pudiendo producirse una avalancha desde la celda central a una
o varias de las adyacentes. Cada vez que se produce un flujo de material, en el
que una cantidad F pasa de la celda central (i, j) a la celda adyacente (i, j) +E,
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donde E representa la dirección en la que se produce el flujo, el incremento de
S se calcula como
δS(i, j) = γFE.
Cuando se produce flujo de material en diferentes direcciones Eα con valores
Fα, el incremento total del desplazamiento de la coordenada de textura para la





Este procedimiento supone que la textura contiene un patrón muy fino y que
la continuidad de dicho patrón no es excesivamente relevante entre polígonos
adyacentes. Esto puede ser cierto para el caso de la arena, en la que el tamaño
de los granos es muy pequeño y puede equipararse al de un pixel. El algoritmo
se ha probado utilizando una textura con ruido gaussiano coloreada con resul-
tado aceptables. Sin embargo, en el momento en que se desea emplear una
textura con detalles mayores, como puede ser el caso de grava en la que las
partículas pueden ser hasta de varios centímetros, los resultados obtenidos con
este procedimiento son muy deficientes y la deformación de los detalles oculta
completamente la textura original tras unos pocos segundos de simulación (Fi-
gura 8.6).
8.2.2. Control de la deformación de la textura
Para solucionar el problema de la deformación de la textura, es necesario res-
tablecer las coordenadas de textura antes de que el valor del desplazamiento sea
suficientemente grande como para impedir que se reconozca el patrón original
de la misma.
La forma más simple de realizar esto es restar wi, wj al valor del desplaza-
miento de la textura cada vez que su valor supere a estos coeficientes. De esta
manera, se consigue que la deformación nunca aumente de forma indefinida. Es-
ta modificación impide la deformación de la textura, mejorando el aspecto visual
de la animación en la región en la que hay un flujo de material. Sin embargo,
8. Mejora de las técnicas de representación gráfica de terreno interactivo 205
Figura 8.6: Secuencia de una simulación que muestra la deformación de la tex-
tura causado por el desplazamiento de la coordenada de textura propuesto por
(Onoue and Nishita, 2005).
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Figura 8.7: Secuencia en la que se aprecia una discontinuidad en la región fron-
tera entre el flujo y el material estático.
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cada vez que la coordenada de textura se reinicia, en la frontera entre la región
que se desliza y la región estática se aprecia un salto en la textura (Figura 8.7).
Además, en el caso de avalanchas en sistemas granulares, el valor de la di-
vergencia suele ser bajo respecto al valor que se encuentra en otros fluidos, por
lo que el modelo conseguido con esta modificación da lugar a que el material pa-
rezca moverse como un bloque, en lugar de estar produciéndose una avalancha
de un material granular. Incluso, en casos en los que la velocidad de desliza-
miento es suficientemente alta respecto a la tasa de refresco aparece el efecto
de aliasing, causando que el material parezca moverse en la dirección opuesta a
en la que realmente está ocurriendo el desplazamiento.
Por estos motivos, esta metodología se muestra inadecuada para la repre-
sentación del flujo de superficie que se produce en sistemas granulares. Si bien
los modelos de texturas obtenidas de forma procedural son excesivamente cos-
tosos, a continuación veremos que algunos de los procedimientos básicos que
se encuentran en la mayoría de modelos de representación de flujo actuales sí
son utilizables en tiempo real.
8.2.3. Representación de flujo mediante Multitextura
Con el fin de solucionar el problema de la deformación a largo plazo de la
textura, y de evitar la visibilidad del reinicio del desplazamiento de la textura,
Neyret (Neyret, 2003) propone un método basado en multitextura.
El procedimiento planteado por Neyret está destinado, de nuevo, a flujos con-
tinuos. Se apoya en el hecho de que la imagen representada sobre una malla
con una textura es periódica respecto al valor de la coordenada de textura, con
periodo unidad; un vértice con coordenada (u, v) mostrará el mismo punto de
la textura que cualquier otro vértice con coordenada (u + n, v + k), con n y k
enteros. Por tanto, la deformación de la textura en un punto puede determinarse
por la diferencia entre la coordenada de textura original y la actual, en función de
cuánto se separe esta diferencia de un valor entero.
Neyret utiliza tres texturas iguales para mostrar el texturizado de un objeto,
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de forma que se muestra un porcentaje de cada una de ellas. El porcentaje que
se le asigna a una textura es tanto mayor cuanto más próxima esté la textura a
su estado original. De esta forma, durante el intervalo de tiempo que una textura
es visible en un punto del objeto su deformación corresponde con el mínimo
periódico. Durante ese intervalo, además, la textura está desplazándose durante
ese intervalo en la dirección del flujo de material.
El resultado es que la textura obtenida que se percibe en cada instante como
mezcla de las tres copias es siempre similar a la textura original, y el conjunto
parece deslizarse de forma continua, pero irregular. El modelo se presenta en
realidad como la base para un modelo de representación de flujo más sofisticado,
basado en texturas procedurales y ruido de Perlin (Perlin and Hoffert, 1989). Sin
embargo, esta base puede usarse por si misma y resulta más adecuada para la
representación de flujo en tiempo real.
En este modelo se utilizan dos parámetros básicos para obtener la anima-
ción. La velocidad del flujo V y el tiempo de latencia τ , que indica cada cuanto
tiempo debe volver a verse la textura en su estado original. Si la velocidad es al-
ta, en poco tiempo se producirá un grado de deformación apreciable, por lo que
convendrá utilizar una latencia más baja.
Para el cálculo de la textura a partir de las tres copias utilizadas, según se ha





αjT (uj , vj)











En esta expresión t0 representa el tiempo en el que la coordenada de textura se
encuentra en su estado original.
En lugar de ajustar el valor de τ de forma continua, Neyret (Neyret, 2003) pro-
pone utilizar un conjunto discreto de valores τ i, y una medida de la deformación
di para cada uno de ellos. Para un determinado vértice, se calculará el grado de
deformación, que se obtiene con cada valor del tiempo de latencia, y se tomarán
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los dos que más se acerquen al mínimo, realizando una mezcla de la textura
resultante en ambos.
Este modelo, no obstante, sigue teniendo problemas con las regiones fron-
tera porque la deformación no está controlada a largo plazo. En las regiones de
flujo funciona bien, pero en las regiones frontera la textura se estira mucho has-
ta que resulta irreconocible. La secuencia de imágenes de la Figura 8.8 puede
apreciarse como se produce en una situación de flujo de material.
Figura 8.8: Secuencia en la que se aprecia la deformación de la textura en la
región frontera entre el flujo y el material estático.
El origen de este problema es que el modelo está destinado a flujos conti-
nuos en los que no hay regiones estáticas. Por este motivo se permite que la
coordenada de textura crezca de forma indefinida. Para salvar este inconvenien-
te nosotros haremos retroceder efectivamente la coordenada de textura de forma
que su valor sea en todo momento próximo al valor inicial.
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Esta estrategia, sin embargo, tiene el inconveniente de que pueden apreciar-
se discontinuidades temporales cuando una textura es reiniciada mientras sus
vecinas permanecen en el mismo valor. Para evitar esta situación utilizaremos el
instante en el que αj es nulo para realizar esta operación.
De esta forma, una vértice únicamente tendrá una discontinuidad en la coor-
denada de textura cuando una textura no sea visible. En función del valor de la-
tencia, existirá un intervalo en el que la coordenada de textura podrá mostrarse.
En el momento en que el extremo superior del intervalo se supere, la coordenada
de textura se reducirá en una cantidad igual a la longitud del intervalo. De esta
manera, la diferencia de coordenada de textura entre dos vértices adyacentes
nunca superará la longitud del rango que puede abarcar ésta. El procedimiento
se ha implementado por medio de shaders.
Como hemos dicho anteriormente las coordenadas de textura de las tres tex-
turas que se superponen están desfasadas el valor de la fase utilizando un valor
de fase de 0.3.
for (int i=0; i<36; i++)
{
(*texcoords_orig)[i] = (*texcoords)[i];
(*texcoords1)[i] = (*texcoords)[i] + osg::Vec2(0.3,0.3);
(*texcoords_orig1)[i] = (*texcoords1)[i];
(*texcoords2)[i] = (*texcoords)[i] + osg::Vec2(0.6,0.6);
(*texcoords_orig2)[i] = (*texcoords2)[i];
}
Estas tres coordenadas de textura se pasan al Vertex Shader (Ver algoritmo 1)
para poder pegar la textura desplazada en cada uno de las capas.
Una vez desplazadas las texturas la distancia correspondiente a su fase se
pasan al Fragment Shader para calcular su visibilidad. Previamente se comprue-
ban las coordenadas de textura para que no se estiren o se encojan de manera
infinita aquellos triángulos en los que haya vértices con movimiento y vértices
estáticos.
Para calcular el momento en el que la textura es invisible deberemos calcular
8. Mejora de las técnicas de representación gráfica de terreno interactivo 211





































= k, k = 0, 1, 2, . . . (8.1)
De esta manera, según la ecuación (8.1) la coordenada de textura corres-
pondiente al nivel de textura 0 se sustituirá por la coordenada de textura original












Realizando los mismos cálculos en la coordenada de textura 1, según la ecua-
ción (8.2) la coordenada de textura se sustituirá por la coordenada original cuan-
do tτ sea un número entero.
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void main (void) {
float PI = 3.14159265;
float u3 = 1.0/3.0;
float fase = 0.3;
float latencia = 3*fase;
float a1,a2,a3;
vec4 value1 = texture2D(tex1, gl_TexCoord[0].st);
vec4 value2 = texture2D(tex2, gl_TexCoord[1].st);
vec4 value3 = texture2D(tex3, gl_TexCoord[2].st);


























Realizando los mismos cálculos en la coordenada de textura 2, según la ecua-
ción (8.3) la coordenada de textura se sustituirá por la coordenada original cuan-
do t−στ sea un número entero.
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Figura 8.9: La coordenada de textura de un vértice se reinicia cuando su valor
supera un cierto umbral, de forma que la diferencia entre vértices adyacentes no
crezca de forma indefinida. Si esta operación se realiza en el instante en que la
visibilidad de la textura es 0 no se apreciarán discontinuidades en el flujo.
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8.2.4. Resultados
Por medio de las técnicas de representación de flujo presentadas se ha con-
seguido una mejora considerable en la calidad de la representación gráfica de
los modelos de simulación.
La secuencia de imágenes de la Figura 8.9 muestra la evolución de la textura
utilizando esta técnica. Figura 8.10 muestra un detalle del límite entre la región en
movimiento y la región estática, en la que no se aprecia deformación en ninguna
de las caras del modelo.
Figura 8.10: Gracias al reinicio de la coordenada de textura se evita la deforma-
ción en las fronteras entre material en movimiento y material estático.
8.3. Utilización de partículas
Además de una correcta animación de las texturas para la representación
gráfica del flujo del material, es necesario tener en cuenta otros efectos para
conseguir un alto grado de realismo. Cuando se produce una avalancha en un
material granular una capa de partículas se deslizan por la superficie a gran
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velocidad. Durante este comportamiento, las partículas más pequeñas quedarán
en suspensión en el aire provocando una nube de polvo. Este efecto será aún
más notable cuando la avalancha se produzca por la caída de nuevo material
sobre el montón ya formado.
Para simular este efecto se utilizarán técnicas de representación de sistemas
de partículas, utilizados habitualmente en la representación de humo, polvo, etc.
8.3.1. Sistemas de partículas
Los métodos basados en sistemas de partículas fueron presentados por (Re-
eves, 1983). El método original cada partícula se mueve de forma independiente
de acuerdo con sus propiedades, sin considerar ninguna interacción entre dife-
rentes partículas.
Sims (Sims, 1990) extendió el trabajo anterior para permitir la interacción con
el entorno y, desde entonces, múltiples autores han propuesto diferentes mo-
dificaciones y mejoras que consideran la interacción con el entorno y entre las
partículas del sistema (Chen et al., 1999).
Un sistema de partículas puede describirse de la siguiente manera; cada par-
tícula tiene sus propios parámetros que influyen en sus propiedades. Los pará-
metros más habituales son los siguientes:
Posición y orientación




Forma (punto, línea, esfera, rectángulo, cubo, etc.)
Volumen
Densidad
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Masa
Tiempo de vida
Posición inicial y final para la estela
La posición, forma y tamaño de un sistema de partículas viene determinado
por la posición inicial de sus partículas y su rango de movimiento. El movimiento
del sistema de partículas está determinado por fuerzas internas y externas y los
resultados de las rotaciones y las aceleraciones de las partículas como un todo.
Un sistema de partículas puede cambiar su forma, tamaño, color, transparencia o
cualquiera de sus atributos mientras evoluciona. El tiempo de vida define durante
cuantos pasos debe estar activa una partícula. Cada partícula suele tener una
posición inicial y una final, de manera que es posible representar una estela a
lo largo de su movimiento, proporcionando mayor sensación de movimiento a la
simulación.
Simulación de un sistema de partículas
El sistema de partículas se inicia asignando a cada partícula su posición ini-
cial y los valores de inicio de sus parámetros. Tras iniciar el sistema, en cada pa-
so de la simulación se actualizan algunos parámetros de las partículas siguiendo
una regla y se representa el sistema completo.
A continuación se esboza el proceso que se sigue en una simulación con
sistemas de partículas:
1. Creación del sistema de partículas e inicio de las posiciones y velocidades.
2. Inicio de las propiedades de cada partícula (color, transparencia, forma,. . . )
3. En cada paso de la simulación:
Crear nuevas partículas de acuerdo con el ritmo de creación estable-
cido
Eliminar las partículas que hayan superado su tiempo de vida
Calcular y actualizar los parámetros de cada partícula
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Ajustar el inicio y el final de cada partícula
Representar gráficamente el sistema de partículas
8.3.2. Utilización de sistemas de partículas
Para una simulación realista del sistema granular es necesario utilizar siste-
mas de partículas de forma que reproduzcan tanto la caída del material granular
como las nubes de polvo que se producen por el movimiento del mismo.
Para el primer efecto se emplean sistemas de partículas situados en las cel-
das que emiten el material y se ajustan los parámetros para que su trayectoria
sea la caída libre del material. El tiempo de vida de las partículas se ajusta en
función de la altura que deben recorrer en el momento de su creación. Este dato
se conoce a través de los cálculos empleados para la interacción entre ambos
Autómatas.
Figura 8.11: Para la simulación de la caída de material de un sistema a otro se
han empleado sistemas de partículas, tanto para el flujo del material como para
las partículas en suspensión.
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Además, se sitúan emisores de partículas tanto en las celdas que lanzan
el material como en las celdas que lo reciben. El emisor de las celdas de las
que sale el material en la caída es independiente del estado de los sistemas; se
utiliza un emisor radial en el que las partículas se separan del punto en el que se
crearon y van perdiendo opacidad con el tiempo. El emisor situado en las celdas
que reciben el material tiene el mismo comportamiento que el anterior, pero en
este caso su velocidad y número de partículas depende de la altura de la que
provenga el material, siendo éstos mayores cuánto mayor sea la altura.
8.4. Resumen del capítulo
En este capítulo se han presentado las técnicas necesarias para la repre-
sentación gráfica de los modelos propuestos a lo largo del presente trabajo. Se
ha expuesto en primer lugar cuáles son las primitivas más adecuadas para la
representación gráfica del modelo en un entorno virtual y se han indicado los
problemas que pueden surgir al utilizarlas.
A continuación se han revisado las técnicas existentes para la representación
de flujo por medio de texturas. En este apartado se he propuesto una metodo-
logía basada en técnicas de difusión de texturas que permite la animación en
tiempo real del flujo de material por la superficie del sistema. Estas nuevas técni-
cas se han implementado utilizando el lenguaje de programación de Shaders de
OpenGL GLSL, aprovechando así la capacidad de cálculo de la tarjeta gráfica y
mejorando el rendimiento computacional de la simulación.
Asociado al movimiento de terreno, y con el fin de mejorar la calidad visual de
las simulaciones, se ha propuesto la utilización de sistemas de partículas para la
simulación de la caída de material y de la nube de polvo que se genera a causa
de las partículas en suspensión.
El Capítulo 9 mostrará la integración de los elementos que se han definido
a lo largo de los Capítulos 4 a 8 para el desarrollo de aplicaciones de realidad
virtual que involucren la simulación interactiva de sistemas granulares junto con
sistemas mecánicos. A modo de ejemplo se expondrá el desarrollo de un si-
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mulador de minicargadora por medio de los modelos fruto de este trabajo de
investigación.
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When you are solving a problem, don’t worry.
Now, after you have solved the problem, then that’s the time to worry.
R. Feynman
CAPÍTULO 9
Utilización de los modelos dinámicos en
un simulador de minicargadora
9.1. Introducción
El presente trabajo de investigación está motivado por las tareas de desarrollo
de simuladores para entrenamiento del Laboratorio de Simulación y Modelado.
Los diferentes modelos han sido desarrollados en paralelo con algunos de los
sistemas de simulación desarrollados, y han sido incorporados a simuladores
que se encuentran actualmente en uso.
No obstante, se ha querido realizar un desarrollo propio para demostrar el
uso de los resultados de este trabajo de investigación, con el fin de poder mostrar
en una única aplicación todas las contribuciones que se han obtenido. En este
capítulo se desarrollan los detalles de un modelo de una minicargadora como la
que se muestra en la Figura 9.1, y se discuten los resultados obtenidos.
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Figura 9.1: Con el fin de mostrar la aplicación y utilidad de los modelos desarro-
llados en el presente trabajo se ha desarrollado un sistema de simulación para
una minicargadora.
9.2. Elementos del simulador
Un simulador de vehículo destinado a la formación es un sistema complejo
compuesto por varios elementos que permiten, por una parte, predecir el com-
portamiento del entorno ante las acciones del usuario, y por otra reproducir los
estímulos sensoriales del entorno real, tanto visuales y sonoros, como inerciales.
Los elementos y sistemas que se describen a continuación hacen referencia
a los componentes que constituyen el simulador completo para su uso como
sistema de ayuda al aprendizaje, además de incorporar la vertiente evaluadora
y de monitorización de reacciones. En los siguientes apartados se describen los
elementos que componen el simulador.
9.2.1. Arquitectura de un simulador
La arquitectura del simulador está formada por los siguientes elementos:
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Sistemas informáticos: Conjunto de equipos informáticos necesarios para la
ejecución en tiempo real de los procesos de modelado de los subsistemas
de la maquinaria, tanto de los elementos hidráulicos, como aquellos ne-
cesarios para la conducción, de la generación de los entornos y efectos
gráficos, así como de los modelos de comportamiento de terreno.
Plataforma móvil de 6 grados de libertad: Sirve de base flotante para la répli-
ca de la cabina en escala real. Se utiliza como medio para estimular los
órganos propioreceptivos y el sistema vestibular del usuario logrando una
gran sensación de inmersión y realismo ante los movimientos y reacciones
de la cabina.
Réplica de la cabina, el asiento del manipulador y los mandos: Se utiliza pa-
ra dar la sensación al usuario de la manipulación de la maquinaria lo más
cercano a la realidad.
Sistema de Entradas y Salidas (SES): Incluye todos los elementos físicos ne-
cesarios para la sensorización y control de los mandos de las diferentes
máquinas. Los elementos de sensorización son fundamentales para trans-
mitir al modelo matemático las acciones y reacciones del operador.
Sistema de proyección: Se encarga de la proyección de las imágenes al usua-
rio. Se puede utilizar un sistema con una vista, ampliable a tres o cuatro
vistas (canales de visualización) implementadas en un sistema basado en
retroproyección o un sistema basado en TFT’s de altas prestaciones. Se
puede utilizar también un sistema de proyección de imágenes en 3 Dimen-
siones, ya sea empleando estéreo activo con un monitor, o estéreo pasivo
sobre una o varias pantallas de proyección.
Sistema de tracking: Sirve para ajustar las imágenes proyectadas en función
de los movimientos de cabeza que realiza el usuario. Un pequeño giro de
la cabeza hacia los laterales permitirá al usuario ver el lateral del campo
de simulación. Lo mismo ocurre si la cabeza se levanta o agacha o si se
mueve en cualquier dirección. En el caso de optar por un sistema con un
amplio campo de vista, el tracker se emplea para corregir los movimientos
del usuario dentro de la escena.
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9.2.2. Bloques funcionales de programación del simulador
A continuación detallamos los elementos de programación que se tienen en
cuenta en el desarrollo de un simulador de realidad virtual.
Base de datos visual del sistema: Supone el desarrollo de los elementos rela-
cionados con el aspecto visual a recrear durante la simulación e incluye los
siguientes módulos:
1. Módulo de información geométrica y visual: Almacena toda la infor-
mación referente a la representación geométrica del entorno de simu-
lación. Esta representación se realiza utilizando un modelo poligonal
para la geometría y se emplean texturas y materiales para ofrecer la
información de detalle visual. En esta fase se modela un entorno de
trabajo realista, con diferentes clases de maquinaria y de objetos de-
corativos (como herramientas, materiales, bancadas, etc...) típicos de
un ambiente industrial.
2. Modelado geométrico: Se compone del modelo tridimensional realista
de la minicargadora que se va a utilizar durante la simulación.
3. Módulo gestor de avatares: En el entorno pueden definirse un conjunto
de humanoides que describen un comportamiento inteligente o pre-
grabado por la escena. Este módulo incluye también la parte física del
avatar, de forma que puedan reaccionar en tiempo real a empujones
y/o golpes.
4. Módulo de iluminación: Se encarga de realizar las implementaciones
de las diferentes condiciones de iluminación, incluyendo la generación
de sombras, descritas en cada escenario de simulación.
5. Motor de visualización: Se encarga de la sincronización y la gestión
dinámica del dibujado de cada uno de los canales visuales presentes
en el escenario.
Sistema de modelado dinámico de la grúa: El comportamiento de la grúa y
de otros agentes externos que se mueven por la escena tiene que ser re-
producido mediante el desarrollo de modelos matemáticos que representen
fielmente los efectos reales que sufre la maquinaria en función de las accio-
nes del manipulador. Estos modelos reproducen el comportamiento de los
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diferentes subsistemas que actúan en la grúa y se verán con mayor detalle
en el Apartado 9.3.
Sistema de intercomunicaciones y de reproducción de sonido: Se utiliza un
sistema reproductor de sonidos reales 3D (con efecto Doppler). De esta for-
ma se pueden reproducir varios sonidos de forma simultánea y se modulan
en función de las condiciones del entorno: ruido del motor y de ambiente,
así como colisiones y otros sonidos típicos de un entorno de trabajo.
Sistema de configuración del hardware del simulador: Se compone de los in-
terfaces necesarios para poder ajustar el simulador a la arquitectura espe-
cífica que lo ejecuta. Entre ellos, suelen encontrarse:
1. Configuración del sistema visual.
2. Configuración de los mandos.
3. Ajustes del modo de funcionamiento del tracker.
4. Ajustes del sistema de sonidos.
Interfaz gráfica de usuario y puesto del instructor: Comprende el desarrollo
de la interfaz del simulador, de forma que sea fácil su utilización. Mediante
esta interfaz se selecciona el usuario y el ejercicio a desarrollar. De la mis-
ma forma se pueden realizar la gestión de la base de datos de los usuarios,
la visualización de los informes de cada uno, la elección y configuración de
los ejercicios a realizar, la gestión dinámica de eventos, etc.
Sistema gestor de ejercicios: Consiste en la implementación de un programa
de utilización secuenciada del simulador (prácticas y ejercicios), que facili-
te y maximice las conclusiones que se adquieren y se refuerzan mediante
la práctica en el propio simulador. Este sistema incorpora unos Módulos
que permiten la elección de un conjunto de escenarios predefinidos. Ca-
da ejercicio se define utilizando lenguaje XML, de forma que sea sencillo
el realizar modificaciones sobre los mismos, e incluso el añadir a poste-
rior nuevos ejercicios. Dentro de esta gramática se define el entorno que
se desea cargar, los puntos de interés, marcas, nuevos objetos, eventos
preprogramados que regirán la manera de funcionar del ejercicio y la se-
cuenciación y contenido de los mensajes y de la voz en off que se debe
escuchar en función de la actividad que se está realizando.
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Sistema gestor de usuarios y evaluación: Este sistema incorpora unos Mó-
dulos que permiten la gestión de usuarios. Se implementa una base de
datos de usuarios centralizada en un servidor, basada en MySQL, accesi-
ble en tiempo real y de forma segura , que permita la conexión y la rea-
lización de consultas simultáneas a través de la red. En la base de datos
se guardan los datos que identifican a un usuario, junto con los informes
de todos los ejercicios que ha realizado, la nota obtenida en cada uno de
ellos y las sesiones grabadas de los mismos. De tal modo, la utilización
del simulador se desarrollará de acuerdo a un Plan integral, y será contro-
lable (y auditable) de posible certificación del paso de los usuarios por el
simulador en caso necesario. También incluye el desarrollo de un sistema
de adquisición de medidas de simulación automático, que permite realizar
informes de evaluación de los trabajos. Cada trabajo dispone de ciertos cri-
terios de evaluación que quedan registrados, así como las acciones que se
han realizado durante la sesión.
Figura 9.2: Estructura de un sistema de simulación como los que se emplean
habitualmente en simuladores de formación.
Todos estos módulos se agrupan dependiendo de la información que deben
compartir para el correcto funcionamiento del sistema de simulación completo.
Las relaciones principales entre ellos pueden observarse en la Figura 9.2.
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Los desarrollos mostrados a lo largo del presente trabajo de investigación
corresponden al modelado dinámico del escenario, y en particular del terreno y
los sistemas granulares involucrados teniendo en cuenta el comportamiento y los
requisitos de cada uno de los restantes elementos.
A continuación discutiremos las cuestiones más relevantes desde el punto de
vista de la integración del conjunto de modelos de terreno desarrollados en este
trabajo en un simulador.
En primer lugar se abordan las cuestiones relacionadas con la implementa-
ción de las aplicaciones informáticas y se discute la relación entre estas apli-
caciones y los modelos aquí desarrollados, tanto en el aspecto dinámico de la
simulación como en el aspecto visual. Por último, se muestran algunas medidas
de rendimiento del sistema y se discuten los resultados obtenidos.
9.3. Modelo dinámico de minicargadora
El sistema simulado es una minicargadora empleada en obra civil para el
transporte y manipulación de pequeñas cantidades de materiales granulares,
como grava arena, cemento etc. o para el trabajo en localizaciones cuyas ca-
racterísticas no permitan la utilización de maquinaria de mayores dimensiones.
La Figura 9.3 muestra un diagrama de la máquina y el Cuadro 9.1 muestra los
valores de las cotas de este diagrama utilizadas en la aplicación.
9.3.1. Elementos de la minicargadora
En el modelo de minicargadora se han considerado el chasis, las cuatro rue-
das, el brazo abatible que soporta los implementos de trabajo y la pala.
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Figura 9.3: Esquema de la minicargadora considerada para el desarrollo del si-
mulador.
Chasis
El sólido correspondiente al chasis se considera como un único sólido rígido
incluyendo el propio chasis, la cabina, el motor y los sistemas eléctrico e hidráuli-
co. La masa de este sólido es de 1900kg. Las dimensiones del chasis se indican
en el Cuadro 9.1.
Brazo abatible
El brazo abatible conecta el chasis de la máquina con el portaherramientas
de la misma, en el que se acoplan los diferentes implementos disponibles. Este
brazo se considera en el modelo como una viga sólida. Su masa es de 450kg y
tiene un giro de 95o accionado por un pistón hidráulico.
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Cota Dimensión (m)
A (longitud total) 3,27
B (distancia entre ejes) 1,03
C (ángulo de salida) 28o
E (altura de descarga) 2,16
G (altura del bulón, totalmente subido) 2,80
H (alcance a nivel del suelo) 0,86
I (alcance máximo a altura máxima) 0,76
J (alcance a altura máxima - totalmente volteada) 0,47
K (distancia de profundidad de excavación) -15mm
L (ángulo de recogida a nivel del suelo) 30o
M (ángulo de descarga) 40o
Cuadro 9.1: Medidas de la minicargadora simulada. Véase la Figura 9.3.
Cuchara o pala
La cuchara es el implemento utilizado para la carga de material granel, que
se sitúa al final del brazo. Este implemento tiene un peso de 300kg y unas di-
mensiones de 0, 86× 2, 3× 0, 95m.
Neumáticos
Los neumáticos no se consideran como sólidos rígidos en el sistema multi-
cuerpo que representa la máquina. Para su simulación se han considerado como
discos sin masa, que se emplean para obtener la interacción entre el chasis y el
suelo. Su masa, y su aportación a la matriz de inercia del chasis se calculan a
partir del teorema de Steiner, descartando la aceleración de Coriolis.
En el Apartado 9.4.2 se detalla el modelo empleado para la interacción entre
los neumáticos y el suelo.
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9.3.2. Motor, transmisión y sistema hidráulico
Se ha simulado un motor diesel de 2.2l que genera una potencia de 60cv a
2800rpm. La metodología de modelado empleada ha sido la utilización de una
curva de potencia típica para los motores diesel (Wong, 2001). La entrada del
modelo de motor es el valor correspondiente al pedal de aceleración, y la sali-
da se recibe como un par de fuerza en N/m que se introduce en el modelo de
tracción.
Transmisión
La transmisión de la máquina es una transmisión hidrostática servocontrola-
da de cero a velocidad máxima (11km/h) hacia adelante y hacia atrás a máxima
potencia. Los dos lados de la máquina tienen sistemas de transmisión indepen-
dientes, que permiten modificar la dirección del vehículo.
Sistema hidráulico
El sistema hidráulico de la máquina consta de dos bombas, accionadas por el
motor diesel. Una bomba controla la transmisión, mientras que la otra se encarga
del control del brazo y la cuchara de la máquina.
Éste último subsistema consta de un pistón hidráulico para la elevación del
brazo y de otro para la inclinación de la cuchara. En (Buzdugan et al., 1999)
puede encontrarse una descripción del modelo dinámico empleado para la simu-
lación de las bombas hidráulicas y los pistones.
9.4. Modelo de terreno
En el escenario de simulación se ha incluido un sistema granular con las ca-
racterísticas de la arena seca con una profundidad de 40cm y una extensión de
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8× 8 metros. El vehículo puede desplazarse sobre el terreno, empujarlo horizon-
talmente, presionarlo o cargarlo utilizando la cuchara.
9.4.1. Interacción entre la cuchara y el suelo
Para la interacción de la cuchara con el terreno, y para poder cargar el mate-
rial por medio de la cuchara se ha incluido la geometría del modelo de cuchara
en el sistema de cálculo de colisiones. De esta manera, la interacción entre la
cuchara y el terreno tiene lugar por medio de los modelos presentados en este
trabajo a lo largo de los Capítulos 5 y 6.
Figura 9.4: La pala empieza a cargarse con el material traspasado desde el sis-
tema del suelo.
Para poder cargar el material se ha adherido un Autómata Celular sobre la
superficie de la pala. La base de este autómata sigue la geometría del interior
de la pala, mientras que la detección de colisiones impide que el material crezca
más allá del techo de la misma (Figura 9.5).
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(a)
(b)
Figura 9.5: Adhesión del Autómata Celular sobre la pala de la minicargadora
simulada.
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(a) Representación con dibujo sólido
(b) Representación con malla de alambre
Figura 9.6: Los dos Autómatas celulares empiezan a interactuar.
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9.4.2. Modelo de interacción entre el neumático y el suelo
La interacción entre el neumático y el suelo es un problema con una alta
complejidad debido a la cantidad de factores que influyen en su comportamiento.
No obstante, existen modelos relativamente simples que permiten llevar a cabo
simulaciones suficientemente precisas.
Figura 9.7: La interacción entre el suelo y la rueda puede simularse por medio de
los conocidos modelos de Pacejka (Pacejka, 1996) sobre terreno pavimentado, y
un modelo basado en la teoría de equilibrio límite sobre terreno blando.
El modelo más establecido para la dinámica de neumáticos sobre suelo rígido
es el de Pacejka (Pacejka, 1996; Pacejka, 1996) que propone el modelado de
la interacción entre el suelo y el neumático por medio de una fórmula mágica.
Puede encontrarse un tratado más completo sobre el tema en su libro (Pacejka,
2006). En el modelo dinámico desarrollado para el simulador se ha utilizado este
modelo para la interacción con las áreas del escenario con suelo firme.
Sin embargo, en el caso que nos ocupa, el principal problema es la inter-
acción entre el neumático y terreno blando. Este problema es de gran interés
para la industria de la construcción de vehículos todo terreno, como tractores
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(Kawase et al., 2006; Yahya et al., 2007), maquinaria pesada, vehículos militares
(Dabrowski et al., 2006), etc. dando lugar a numerosa bibliografía durante las
últimas décadas (Bekker, 1960; Brixius, 1987; Muro and Hoshika, 1995; Rubins-
tein and Hitron, 2004; Shibly et al., 2005; Fukami et al., 2006; Khot et al., 2007;
Coutermarsh, 2007). El libro de Wong ofrece un resumen de los modelos más
utilizados (Wong, 2001).
Estos modelos se basan fundamentalmente en la combinación del modelo de
presión-hundimiento de Bekker (Bekker, 1969) y el cálculo de la fricción entre el




Figura 9.8: Fuerzas que intervienen en el modelo de tracción sobre terreno blan-
do.
Para el cálculo de la fuerza de tracción que se obtiene cuando se aplica un
par a un neumático de radio R, se calcula, en primer lugar, la presión normal
que actúa en la superficie de contacto p. A partir de esta presión se obtiene la
tensión normal que aparece en el interfaz neumático-terreno, σn, y la fuerza de
corte o cizalladura (la máxima tensión tangencial que es capaz de soportar el
material), τ , a partir del ángulo de fricción del contacto suelo-neumático δ. Véase
el Apartado 3.3.
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(a)
(b)
Figura 9.9: Marcas de los neumáticos dejadas por la minicargadora sobre el sis-
tema granular.
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Una vez obtenida esta información, se calcula la fuerza causada por el par de
tracción aplicado sobre el neumático en el parche de contacto entre el neumático
y el suelo, Ft. Si la fuerza de tracción es menor que la fuerza de corte τ , entonces
la fuerza Ft se aplica sobre el neumático y el suelo, de acuerdo con los modelos
correspondientes. Si por el contrario la fuerza de tracción Ft es mayor que la
fuerza de corte, se aplica esta última, dando lugar al deslizamiento del suelo
bajo el neumático de acuerdo con el modelo descrito en el Capítulo 5.
Figura 9.10: Detalle del suelo después de interactuar las ruedas y la pala.
9.5. Representación gráfica del escenario
El escenario simulado reproduce el entorno de una obra de construcción de
un edificio. Este escenario consiste en un conjunto de modelos geométricos que
representan los diferentes elementos que aparecen en la escena además del
modelo geométrico de la minicargadora.
El terreno interactivo se ha modelado por medio de un mapa de alturas, con
una textura que representa arena. Para la animación de las avalanchas se ha
utilizado el modelo de deslizamiento de texturas propuesto en el Apartado 8.2.3
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de este trabajo, implementado por medio del lenguaje GLSL y ejecutado en la
GPU.
La aplicación informática que gestiona el grafo de escena se ha desarrolla-
do utilizando la biblioteca OpenSceneGraph. Las Figura 9.11 muestra una pers-
pectiva de la zona donde se han realizado las pruebas de rendimiento para la
aplicación entera.
Figura 9.11: Vista aérea de la zona de simulación donde se han hecho las prue-
bas.
9.6. Integración de la aplicación y resultados obte-
nidos
La integración de los modelos dinámicos se ha realizado por medio de la
aplicación que implementa el entorno gráfico. Los modelos dinámicos del sistema
multicuerpo y del terreno se ejecutan en un hilo de ejecución independiente a
una tasa de actualización de 500 pasos por segundo, con el fin de garantizar la
estabilidad de los métodos numéricos.
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Cada vez que el sistema de representación gráfica finaliza el proceso de pin-
tado de la escena, realiza una llamada al módulo que gestiona la dinámica de
la escena y obtiene el estado del sistema máquina-terreno tras la última actua-
lización completa del modelo. Utilizando esta información se genera una nueva
representación de la escena.
La aplicación se ha ejecutado sobre un equipo Intel PIV-HT, 3.4GHz con Win-
dows XP y con una tarjeta gráfica con procesador nVidia 8600GT y 512Mb de
memoria. La tasa de refresco de la aplicación gráfica se ha fijado a 25 imágenes
por segundo y se ha comprobado la capacidad de la aplicación de mantener esta
tasa de refresco.
Para ello, se han utilizado diferentes densidades de malla, y se han realizado
operaciones habituales de carga y transporte de material. En el Cuadro 9.2 se
muestran los datos correspondientes al número de caras y vértices del entorno
de simulación y de la excavadora utilizados para la realización de las pruebas. El
número de vértices y triángulos correspondientes al sistema granular dependerá
de la densidad de la malla elegida.
Entorno Excavadora Sistema granular
Vértices 149074 17337 8*N*8*N
Caras 249599 28899 (8*N-2)*(N-1)
Cuadro 9.2: Número de vértices y caras del entorno de simulación, del modelo
geométrico de la minicargadora y de la malla del Autómata Celular utilizados en
el simulador.
En el Cuadro 9.3 pueden observarse los resultados obtenidos para distin-
tos valores de densidad de la malla (N ); para la vista aérea mostrada en la
Figura 9.11, para la vista normal de trabajo (véase la Figura 9.12(a)) y para el
momento de mínimo rendimento durante la interacción con el sistema granular
(véase la Figura 9.12(b))
Se ha observado que hasta una densidad de 9 celdas por metro el sistema era
capaz de mantener el refresco a 25Hz. A partir de esta densidad, las tareas que
involucraban el contacto de la pala o las ruedas sobre el sistema provocaban una
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N celda/m Aérea Reposo Trabajo
30 4 38.8 60 40
40 5 37.6 60 36
50 6.25 36.0 54 31.6
60 8 34.4 48 28
70 9 33.4 47.6 24.6
80 10 32.4 44.8 20.2
Cuadro 9.3: Resultados de las pruebas numéricas realizadas con el simulador
de minicargadora.
caída de la tasa de actualización. Aún así, los resultados muestran que para una
densidad de malla de 0.1m por celda, la tasa de refresco se mantiene alrededor
de los 25Hz y la sensación visual es muy buena.
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(a) Vista normal de trabajo
(b) Interacción herramienta-sistema
Figura 9.12: En la valoración de los costes de rendimiento se ha tenido en cuenta
el número de vértices involucrados en el proceso de representación gráfica, así
como la carga debida a la actualización del sistema granular.
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9.7. Conclusiones
Teniendo en cuenta la motivación del presente trabajo de investigación, es
natural la incorporación de los resultados a los diferentes sistemas de simulación
que se han desarrollado en los últimos años en el Instituto de Robótica de la Uni-
versidad de Valencia. En este capítulo hemos mostrado de forma detallada esta
integración, demostrando que los resultados obtenidos suponen una contribución
efectiva en el campo de la simulación para entrenamiento.
Para ello se ha desarrollado el modelo dinámico de una minicargadora, con-
siderando sus principales subsistemas. Entre los modelos implementados se ha
desarrollado un modelo de interacción entre los neumáticos y el terreno basado
en las técnicas descritas en el Capítulo 5. Este modelo dinámico se ha integrado
en una aplicación que incluye el sistema de sensorización, para permitir la con-
ducción del vehículo, y un entorno virtual que recrea una obra de construcción
de un edificio.
La aplicación se ha utilizado además para realizar pruebas de rendimiento
destinadas a conocer la influencia de la introducción del modelo dinámico en un
entorno virtual complejo, con un elevado número de polígonos y con las exigen-
cias de los simuladores para formación.
Los resultados que se han obtenido han sido muy satisfactorios, tanto desde
la perspectiva del aspecto visual y del aumento de calidad conseguidos gracias
a los nuevos modelos, como en lo que respecta a la tasa de refresco de la repre-
sentación visual en un rango amplio de número de celdas por metro.
Any intelligent fool can make things bigger, more complex, and more violent.
It takes a touch of genius - and a lot of courage - to move in the opposite direction.
A. Einstein
CAPÍTULO 10
Conclusiones y trabajo futuro
A lo largo de la memoria se ha presentado un análisis de las carencias en
la simulación interactiva de terreno y sistemas granulares en tiempo real, se ha
propuesto un cambio en la metodología de modelado respecto a los trabajos an-
teriores y se han desarrollado y validado un conjunto de nuevos modelos, junto
con las técnicas necesarias para integrarlos en un sistema de simulación para
entrenamiento. Finalmente, se ha presentado un ejemplo de desarrollo de una
aplicación completa, concluyendo así la exposición de los desarrollos que cons-
tituyen el presente trabajo de investigación.
A continuación se realiza un resumen de los logros alcanzados y de las prin-
cipales contribuciones realizadas. En primer lugar se analiza el grado de cum-
plimiento de los objetivos planteados y la manera en que han sido alcanzados.
A continuación se discuten las principales aportaciones científicas que ofrece el
presente trabajo en el campo de la simulación de sistemas granulares, tanto en
el ámbito de la simulación para formación como en el de los entornos virtuales en
tiempo real, indicando la difusión y aplicación que se ha dado a estas contribu-
ciones. Por último, se indican las principales líneas de trabajo futuro y las nuevas
líneas de investigación que se abren como resultado de este trabajo.
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10.1. Consecución de los objetivos planteados
A lo largo de este trabajo se han desarrollado un conjunto de modelos diná-
micos para la simulación de sistemas granulares. Para ello, se ha partido de un
análisis de los principales modelos existentes en el ámbito de la simulación inter-
activa en tiempo real de terreno y sistemas granulares y se han identificado sus
deficiencias.
Con el fin de conseguir modelos realistas y eficientes, se han explotado las
propiedades de los sistemas granulares. Se ha realizado una revisión exhaustiva
de las metodologías de modelado utilizadas para el análisis teórico de los sis-
temas granulares y las pilas de arena, buscando modelos que sean adecuados
para conseguir los objetivos del trabajo de investigación. Finalmente, se han es-
cogido modelos de evolución de la superficie del sistema para la descripción de la
dinámica y la formalización de los Autómatas Celulares para la implementación.
Para alcanzar los objetivos en cuanto a interacción con el sistema se han
empleado modelos de geomecánica, disciplina que estudia el comportamiento
del suelo y la interacción de éste con herramientas, vehículos y otras estructuras,
y se han discretizado para aplicarlos en el modelo de evolución, sin un coste
adicional apreciable.
La representación del sistema y la integración del mismo en simulaciones
complejas se ha llevado a cabo gracias a la utilización de las primitivas geo-
métricas adecuadas. Se ha mejorado la representación gráfica por medio de la
adaptación de algoritmos de representación de flujo a las exigencias de la simu-
lación en tiempo real mediante la programación en la tarjeta gráfica de un modelo
de desplazamiento de texturas.
10.1.1. Modelo de evolución
Los modelos desarrollados a lo largo de los Capítulos 4 y 5 se han apoyado
en modelos teóricos, que han sido previamente discutidos en el Capítulo 3. Se
ha llevado a cabo una discretización del modelo BCRE (Bouchaud et al., 1994)
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utilizando la metodología propia de los Autómatas Celulares.
Gracias a esta combinación de un modelo teórico continuo y el esquema
computacional discreto de los Autómatas Celulares, se ha conseguido un mo-
delo cuya dinámica es similar a la de los sistemas reales, tanto en la evolución
de la superficie, que es el aspecto más relevante desde el punto de vista visual,
como en la distribución de frecuencias de las avalanchas, lo que permite además
implementaciones muy eficientes del modelo. La validez del modelo ha sido dis-
cutida en el propio capítulo en que ha sido presentado, mostrando la consistencia
entre el modelo discreto y el modelo BCRE, basado en ecuaciones en derivadas
parciales.
En el Capítulo 7 se ha mostrado además de forma clara la eficiencia del mo-
delo propuesto, conseguida gracias al análisis de las propiedades de los sistemas
simulados. La metodología de los Autómatas Celulares permite la reproducción
de comportamientos complejos en base a un conjunto reducido de reglas muy
simples, que permiten una implementación muy eficiente.
Además, gracias a las propiedades del espectro de frecuencias de las avalan-
chas, y utilizando una adecuada implementación de los algoritmos de evolución,
se consigue la reducción del coste de actualización del sistema desde cuadrático
a lineal respecto del número de celdas del lado de la malla.
10.1.2. Modelos de interacción
La interactividad de los modelos ha sido desarrollada convenientemente so-
bre el modelo de evolución del sistema. La metodología seguida ha sido similar a
la empleada para la obtención del modelo de evolución: se ha partido de modelos
teóricos, que tratan de describir de forma fiel el comportamiento de los sistemas
granulares ante las interacciones; estos modelos se han discretizado para iden-
tificar los elementos involucrados en el modelo de Autómata Celular propuesto.
Para conseguir esta integración de los modelos de contacto en el modelo de
evolución anterior, se ha desarrollado un procedimiento que permite estructurar
la información de los contactos procedente del sistema de detección de colisio-
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nes. Aunque a lo largo del trabajo se propone también una implementación para
la detección de colisiones, este procedimiento es lo suficientemente versátil co-
mo para funcionar con cualquier otro método de detección de colisiones.
Se ha demostrado que el procedimiento empleado, junto con los algoritmos y
modelos propuestos para la deformación son más eficientes y sencillos que los
utilizados hasta ahora por otros autores para conseguir efectos similares (Sum-
ner et al., 1999; Onoue and Nishita, 2005; Zeng et al., 2007).
Los modelos de interacción que se proponen cubren tanto la deformación del
terreno ante una colisión como la obtención de las fuerzas de contacto que se
producen, permitiendo así una interactividad completa del sistema granular con
cualquier elemento de su entorno. Además, partiendo de modelos de la teoría
de Mohr-Coulomb se ha propuesto un modelo de desplazamiento horizontal del
material que permite la simulación de formas complejas de manipulación del te-
rreno.
El Capítulo 6 muestra además cómo pueden emplearse los modelos para
la simulación de situaciones de mayor complejidad, considerando la acumula-
ción de material sobre objetos y permitiendo el intercambio de material entre va-
rios sistemas granulares. Se presta especial atención a la situación que aparece
cuando se manipula el material con una pala o cuchara de excavadora.
A lo largo del Capítulo 7 se han llevado a cabo una serie de experimentos
numéricos que han permitido validar el comportamiento de los modelos de in-
teracción. Esto se ha conseguido reproduciendo experimentos, recogidos de la
bibliografía sobre sistemas granulares, por medio de los modelos desarrollados.
Los experimentos realizados muestran la concordancia entre el comportamien-
to del modelo y el sistema real, necesaria para la utilización de los modelos en
aplicaciones que requieren realismo.
En el Capítulo 7 se ha mostrado también que el coste computacional de los
modelos de interacción no supone un aumento de la carga respecto a la utiliza-
ción de los modelos de evolución. Esta eficiencia permite de nuevo la utilización
de la metodología propuesta en aplicaciones complejas, como se ha mostrado en
el Capítulo 9 por medio del desarrollo de una aplicación completa de simulación.
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10.1.3. Representación gráfica
Se ha mostrado también que la representación geométrica que se propone
para los modelos dinámicos resulta muy adecuada a la hora de visualizar un
montón de arena en una aplicación gráfica en tiempo real, ya que el modelo
geométrico empleado, por medio de una malla rectangular, dispone de primitivas
nativas en OpenGL.
Además, se ha mejorado la representación gráfica del sistema por medio de
la introducción de técnicas de representación de flujo por medio de técnicas de
multitextura. Para ello se han revisado las técnicas existentes que se emplean
para la representación de fluidos y se han modificado para permitir su utilización
en entornos de tiempo real. La implementación se ha realizado con el lenguaje
de Shading de OpenGL basado en OpenGL 2.1.
Estas técnicas, junto con la utilización de efectos basados en sistemas de
partículas para la visualización de las nubes de polvo que se producen durante
las avalanchas y la descarga de material, proporcionan simulaciones en tiempo
real con una alta calidad visual y realismo.
10.1.4. Conclusión
De todo lo anterior, se desprende que el conjunto de objetivos planteados
en el Apartado 1.4 ha sido ampliamente cubierto a lo largo de la realización del
trabajo de investigación. Se han desarrollado los modelos propuestos, incluyendo
los diferentes modos de interacción buscados.
Además, se ha propuesto una mejora en la metodología de modelado respec-
to a los trabajos anteriores, de forma que la validación emerge de forma natural
a partir del desarrollo del modelo, sin perder por ello prestaciones en las simula-
ciones resultantes.
Todo esto, ha sido corroborado por medio de un exhaustivo análisis y de un
completo conjunto de pruebas numéricas para demostrar el buen rendimiento y la
validez de los modelos. A esto se añade el desarrollo de una aplicación completa
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para un simulador de pala cargadora, que demuestra la facilidad de la integración
de los modelos con los del resto de sistemas y su adecuación a la simulación
interactiva en tiempo real. También se han incorporado en la aplicación mejoras
en la visualización del material.
10.2. Aportaciones científicas del presente trabajo
Durante la revisión de diferentes trabajos en simulación interactiva que invo-
lucran sistemas granulares, se ha venido constatando en los últimos años una
serie de carencias en cuanto a los modelos dinámicos de este tipo de sistemas.
En la primera fase del desarrollo del trabajo de investigación, correspondiente al
Capítulo 2 estas carencias se han concretado e identificado convenientemente.
A continuación resumimos las carencias más relevantes que se detectaron,
y las condiciones de partida que las provocan, indicando la manera en la que el
presente trabajo de investigación contribuye a su mejora o solución.
10.2.1. Establecimiento de una nueva metodología de mode-
lado
En primer lugar, la carencia fundamental y que, de alguna manera, resume
el conjunto de problemas detectados, es la ausencia de modelos de evolución e
interacción con el terreno que sean realistas y eficientes a la vez. Esto impide la
obtención de simulaciones interactivas realistas en entornos de realidad virtual.
De acuerdo con la hipótesis que se defiende en este trabajo, el principal mo-
tivo para este problema es la suposición generalizada de que los modelos fí-
sicamente correctos son siempre costosos computacionalmente y además no
permiten una simulación flexible. Esto ha dado lugar a la utilización de diferentes
procedimientos más o menos heurísticos, en los que se aceptaba un comporta-
miento visualmente creible de las deformaciones.
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Para cambiar esta tendencia es por tanto necesario romper la suposición de
partida de que los modelos físicos de sistemas granulares no son útiles en el
desarrollo de modelos adecuados para simulación interactiva en tiempo real.
Y es por este motivo que el presente trabajo no sólo cubre el problema de
la carencia de modelos dinámicos, sino que resuelve el problema de fondo que
motivaba esta carencia. Y lo hace por medio de la revisión de la metodología de
modelado, mostrando que la utilización de modelos teóricos, que da excelentes
resultados en otros problemas, como la animación de objetos deformables o de
fluidos, es perfectamente válida en este caso.
10.2.2. Mejoras en el modelo de evolución
Como resultado de la utilización de modelos físicos en el modelado, la diná-
mica del sistema durante la simulación resulta más realista que en los modelos
anteriores. Como ya indicábamos en la crítica a las técnicas existentes en el
Apartado 2.4, pequeños detalles, como la utilización de los ocho vecinos en los
modelos de erosión propuestos por (Musgrave et al., 1989), y empleados poste-
riormente en la mayoría de modelos, dan lugar a comportamientos alejados de
la realidad. Este tipo de inconvenientes se han superado gracias a la utilización
de los nuevos modelos basados en física.
Además estos modelos heurísticos contienen un conjunto de parámetros que
se ajustan de acuerdo con la experiencia del programador para conseguir los
resultados esperados en cada caso particular. En los modelos propuestos aquí,
los parámetros tienen un significado físico bien definido y están identificados con
los parámetros que se utilizan para describir las propiedades de los sistemas
granulares reales.
10.2.3. Modelos de interacción
La deformación básica del terreno es un problema que, atendiendo exclusi-
vamente a las necesidades de la animación, puede considerarse resuelto con
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el trabajo de Sumner (Sumner et al., 1999). De hecho, este modelo es la base
de casi todos los trabajos posteriores, que mejoran o complementan diferentes
aspectos de la interacción. Sin embargo, los modelos propuestos aquí aportan
las siguientes mejoras:
Animación del suelo
Recordemos que en el trabajo de Sumner, previamente al desplazamiento del
material, se elaboraba un mapa de colisiones similar al que se construye en este
trabajo. Sin embargo, en el caso del modelo de animación de Sumner este mapa
requiere el recorrido de todas las celdas, para la obtención de su distancia a la
frontera, dando lugar a un algoritmo de coste cuadrático.
Por el contrario, en el caso del modelo presentado aquí, únicamente se iden-
tifican las celdas de la frontera de la colisión, y además se hace de forma adap-
tativa a partir de la información de pasos anteriores. Por este motivo, el proceso
de los contactos es mucho más eficiente en el nuevo modelo.
Por otra parte, en el modelo de Sumner, el desplazamiento del material se
realiza de forma instantánea, y sin atender a ningún criterio más allá de la dis-
tancia a la frontera. En el nuevo modelo de presión vertical propuesto aquí, el
desplazamiento de material tiene lugar de forma natural, sin necesidad de la apli-
cación de ningún procedimiento en el instante del contacto, y éste ocurre durante
el intervalo de tiempo que describe las propiedades del sistema.
Desplazamiento horizontal del terreno
Entre los diferentes trabajos encontrados sobre deformación del suelo, el des-
plazamiento horizontal del terreno ha sido tratado en pocas ocasiones y de forma
muy superficial.
El modelo de desplazamiento de (Zeng et al., 2007) resulta insuficiente en
muchas situaciones, y además no atiende a criterios físicos. Por otra parte el
modelo de Li y Moshel (Li and Moshell, 1993) es realista pero, como ya hemos
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indicado, no es suficientemente flexible para su utilización en entornos complejos
de realidad virtual.
Por tanto, el modelo de desplazamiento horizontal de terreno presentado en
este trabajo, basado en física e integrada en un modelo completo de sistema gra-
nulares, es el primer modelo que ofrece una solución completa de este problema
para entornos de realidad virtual.
Fuerzas de reacción del terreno
De la misma manera, no existen modelos anteriores que permitan la obten-
ción de las fuerzas de reacción del sistema sobre el sólido que se encuentra
en contacto con él. Li y Moshell (Li and Moshell, 1993) no consideran contactos
verticales, y únicamente Zeng (Zeng et al., 2007) plantea un modelo basado en
la conservación de momento. Sin embargo, este modelo presenta bastantes du-
das respecto a su validez, en primer lugar, por que no se indica de forma clara
la discretización del momento, y en segundo lugar, porque, al no responder la
evolución del terreno a un modelo validado no hay garantías de que las fuerzas
obtenidas sean correctas.
De esta manera, en este trabajo se presenta también el primer modelo que
permite el cálculo de las fuerzas de una forma realista y rigurosa. En combinación
con el modelo de desplazamiento horizontal del terreno, podemos decir que se
presenta el primer modelo completamente interactivo de deformación de terreno.
10.2.4. Acumulación de material sobre objetos
Otro aspecto que no ha sido introducido en los modelos de deformación y
animación de terreno hasta fechas muy recientes es la acumulación del material
sobre los objetos de la escena, y el intercambio del material entre varios siste-
mas granulares; Onoue y Nishita (Onoue and Nishita, 2005) proponen un modelo
basado en la extensión vertical de las celdas del mapa de alturas, atravesando
los objetos de la escena.
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Este modelo ofrece funcionalidades similares al nuevo enfoque propuesto en
el presente trabajo de investigación. De hecho, en general podría sustituirse el
modelo propuesto aquí por el de Onoue y Nishita, en cuanto a la representación
de los objetos para la acumulación del material.
En este trabajo, sin embargo, se ha analizado de forma más profunda la in-
teracción entre varios sistemas, y se han desarrollado completamente tanto el
proceso de colisión entre dos sistemas granulares como la carga de material por
medio de una herramienta.
10.2.5. Aplicación y difusión de los resultados
El presente trabajo de investigación surge como continuación del trabajo Nue-
vos modelos de sistemas granulares basados en Autómatas Celulares para si-
mulación en tiempo real (Pla-Castells, 2003), que fue motivado por el desarrollo
de un simulador de grúa móvil portuaria para la carga y descarga de material
granel.
Además de en el simulador de grúa móvil, los modelos aquí presentados
se han utilizado en el simulador de manipuladora telescópica desarrollado en
el marco del proyecto PREVEN - SISTEMA DE FORMACIÓN EN PREVENCIÓN
DE RIESGOS LABORALES EN LA CONSTRUCCIÓN MEDIANTE SIMULACIÓN
EN REALIDAD VIRTUAL (FIT-340000-2006-290), obtenido en convocatoria com-
petitiva del Ministerio de Industria y Energía y ejecutado a lo largo de los años
2006 y 2007.
Por otra parte, han sido empleados también en el proyecto de investigación
PROSIGRAT - Prototipaje virtual de sistemas complejos mediante entornos gráfi-
cos 3D reactivos en tiempo real, en el que se realizaron simulaciones interactivas
que involucraban interfaces hápticos.
También han motivado la concesión de un proyecto de investigación anual
dentro de la Convocatoria de Acciones Especiales de la Universitat de Valencia
del año 2006, con título Interacción con terrenos virtuales por medio de interfaces
hápticos H-TERRAIN.
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Publicaciones
A lo largo de la realización del trabajo de investigación, se han publicado en
diferentes foros científicos internacionales los resultados intermedios que se han
obtenido. A continuación se detalla una lista con las publicaciones motivadas por
este trabajo.
(Pla-Castells et al., 2008) Pla-Castells, M.; García-Fernandez, I.; Martinez-Dura
R. J. Physically-Based Interactive Sand Simulation. Eurographics 2008 -
Short Papers. Eurographics Association, 2008, 21-24
(García-Fernández et al., 2007) Garcia-Fernández, I.; Pla-Castells, M.; Martinez-
Durá, R. J. A Discrete Model for the Dynamics of Sandpile Surfaces. Pro-
ceedings of the Industrial Simulation Conference 2007, 64-68
(Pla-Castells et al., 2006) Pla-Castells, M.; Garcia-Fernandez, I.; Martínez-Durá,
R. J. Interactive Terrain Simulation and Force Distribution Models in Sand
Piles. Lecture Notes on Computer Science, 2006, 4173, 392-401
(Pla-Castells et al., 2004b) Pla-Castells, M.; García, I.; Martínez, R. Granular
system models for real time simulation. Proceedings of the Industrial Simu-
lation Conference 2004, 88-93
(Pla-Castells et al., 2004a) Pla-Castells, M.; García, I.; Martínez, R. Approxima-
tion of Continuous Media Models for Granular Systems Using Cellular Au-
tomata. Lecture Notes in Computer Science, 2004, 230-237
(Pla-Castells et al., 2003) Pla-Castells, M.; García, I.; Martínez, R. Visual Re-
presentation Of Enhanced Sand Pile Models. Proceedings of the Industrial
Simulation Conference 2003, 141-146
10.3. Trabajo futuro y líneas de investigación abier-
tas
A continuación se indican las principales líneas de investigación abiertas y
posibles mejoras a partir de los resultados obtenidos en el presente trabajo de
investigación.
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10.3.1. Modelado de la evolución del terreno
Desde el punto de vista del modelado del terreno, pueden considerarse dos
líneas de investigación, destinadas a la mejora del modelo principal.
Utilización de dos variables de estado
Una de las principales suposiciones del modelo dinámico presentado en el
Capítulo 4 es el hecho de que el espesor de la capa deslizante es constante.
Esta suposición es la que permite reducir el número de variables del modelo
BCRE de dos a una.
Si bien esta suposición proporciona un modelo que ofrece buenos resultados,
no se debe descartar la posibilidad de que un Autómata Celular con dos varia-
bles, permita una descripción más ajustada a la realidad, o la reproducción de
comportamientos no observables con modelos de una variable. Por este motivo,
debe estudiarse en profundidad la consideración de una segunda variable que
represente el espesor de la capa deslizante en el sistema y analizar sus aporta-
ciones a la dinámica del sistema.
Discretización de otros modelos
Como se desprende del análisis realizado en el Capítulo 3, el modelo BCRE
no es el único modelo continuo que permite simular la evolución de la superficie
de un sistema granular. Otros autores han propuesto variaciones a este modelo
u otros modelos alternativos que, una vez discretizados, podrán aportar nuevas
propiedades. El libro de Duran (Duran, 1999) puede ser un buen punto de partida
para la realización de esta tarea.
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10.3.2. Modelado de las interacciones
Los modelos de interacción permiten una serie de mejoras, destinadas prin-
cipalmente a incrementar los aspectos considerados, y la precisión de las simu-
laciones obtenidas. Estas mejoras se detallan a continuación:
Consideración de estratos y descripción vertical del sistema
Probablemente, la principal limitación del modelo de evolución propuesto en
este trabajo es el hecho de que la descripción del sistema se limita a la altura de
la superficie respecto a la base. Este enfoque elimina cualquier información rela-
tiva a las propiedades del terreno a diferentes profundidades desde la superficie.
De esta manera se está considerando un terreno homogéneo, que no permite,
por ejemplo, la reproducción de la reacción del terreno ante una herramienta que
va atravesando diferentes estratos.
La utilización de una descripción de cada celda que considere diferentes es-
trados, de manera similar a los modelos propuestos por Benes y Forsbach (Be-
nes and Forsbach, 2001), puede contribuir a superar esta limitación.
Detección de colisiones
Según se indicó en el Apartado 5.2, el problema de la detección de colisiones
se ha considerado como un problema tangencial en el desarrollo del trabajo. El
desarrollo de algoritmos específicos para este problema, o la adaptación de las
técnicas existentes (Ericson, 2005) no se encuentran entre los objetivos de este
trabajo. Queda pendiente, por tanto, la búsqueda de mejoras en la detección de
colisiones, destinadas a reducir el coste computacional de esta tarea.
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Generalización de la geometría de las colisiones
Con el objeto de facilitar las descripciones del proceso de detección de co-
lisiones, y en parte también para poder proporcionar una implementación más
eficiente de los interfaces verticales, la descripción de la región de contacto so-
bre una celda se ha llevado a cabo por medio de un paralelepípedo alineado con
los ejes. Sin embargo, las técnicas de detección de colisiones permiten obtener
una descripción mucho más precisa de las intersecciones entre un objeto y la
malla que representa el terreno (Ericson, 2005).
Una de las tareas que debe llevarse a cabo es la generalización de las geome-
trías empleadas para describir estos contactos, y del cálculo de la zona ocupada
de cada celda que está colisionando.
10.3.3. Implementación y optimización
Los principales objetivos de este trabajo se centran en la metodología de
modelado y en la obtención de los modelos matemáticos. Por otra parte, se ha
demostrado que los modelos desarrollados permiten alcanzar los objetivos de
eficiencia exigidos por la simulación para entrenamiento sin la implantación de
estrategias de optimización más allá de la implementación eficiente propuesta
en el Apartado 7.1.2.
Por este motivo no se han abordado tareas destinadas a la optimización de los
algoritmos que resultan de los modelos propuestos. Sin embargo, los resultados
obtenidos en este trabajo en cuanto a rendimiento pueden mejorarse por medio
de la aplicación de varias técnicas.
Consumo eficiente de memoria
De la misma manera que únicamente se actualizan aquellas celdas que lo
requieren para reducir la carga de CPU, para el ahorro de memoria es posible
utilizar una implementación que únicamente emplee la memoria necesaria para
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el máximo de celdas que puedan estar activas simultáneamente.
Para ello se debe reservar un vector de celdas, cuyo tamaño no depende de
las dimensiones del Autómata, sino del número de celdas que se espera tener
activas simultáneamente de acuerdo con las propiedades de la simulación. Cada
vez que una celda requiera ser activada se le asignará una de las celdas que no
se encuentre en uso. Esta celda se utilizará mientras permanezca activa y una
vez desactivada se liberará para poder ser empleada de nuevo. La implementa-
ción de esta mejora elimina cualquier limitación respecto a las dimensiones que
puede alcanzar la malla.
Mallas con tamaño variable
El conjunto de modelos dinámicos se ha presentado sobre una malla regular
con celdas cuadradas. Esta malla resulta sencilla de implementar, y en ella los
modelos se formulan de forma natural.
Sin embargo, la utilización de una malla regular no explota las características
del sistema para reducir el uso de CPU o memoria, o para detectar la necesidad
de aumentar la resolución del sistema para obtener mejores resultados.
Para ello existen multitud de trabajos destinados a refinar una malla para
obtener una serie de objetivos (eficiencia, consumo de memoria, mejora de la
calidad, etc.) utilizando las propiedades geométricas locales de la malla u otras
medidas de calidad dependientes de cada problema. Además de las técnicas
de refinamiento de la malla, sería necesario reformular los modelos para poder
aplicarlos sobre una malla irregular o desestructurada.
En el caso de la simulación de sistemas granulares la aplicación de este en-
foque podría mostrarse útil en situaciones como el aumento de resolución en las
zonas de colisión, el refinamiento de la malla en función de la geometría de la
superficie del sistema o la implantación de niveles de detalle, tanto visuales como
físicos.
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Ejecución de los algoritmos usando el procesador gráfico
El avance de los procesadores gráficos y la existencia de herramientas que
permiten su programación abre la puerta a la utilización de la GPU para tareas
diferentes del proceso de representación del escenario.
Cada vez con mayor frecuencia las GPUs se emplean para procesos de
cálculo numérico, especialmente cuando se trata de problemas de álgebra li-
neal computacional. Utilizando algunas de las técnicas que se han propuesto en
los últimos años, sin duda será posible enviar la información necesaria a la GPU
para el cálculo de la evolución del Autómata.
Deberá desarrollarse esta tarea, y llevar a cabo un análisis exhaustivo de las
mejoras de rendimiento que permite obtener.
Paralelización del proceso de actualización
La actualización de la malla del Autómata Celular se realiza siempre a partir
del estado del sistema en el paso anterior, en lo que se conoce como actuali-
zación síncrona del Autómata, con lo que la actualización de cada una de las
celdas es independiente de la del resto.
Esto hace que la paralelización del bucle de actualización de las celdas del
Autómata no revista excesiva dificultad.
10.3.4. Líneas de investigación abiertas
Dentro del conjunto de campos de investigación relacionados con este traba-
jo, las principales líneas de investigación que quedan aún abiertas corresponden
al modelado de la evolución y las interacciones, a la representación visual y a la
ejecución de los algoritmos numéricos por medio de la GPU.
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Modelado dinámico
Desde el punto de vista del modelado dinámico, la influencia de ciertas pro-
piedades de los sistemas granulares sobre el comportamiento del sistema y so-
bre su reacción ante las interacciones no se ha reproducido de forma completa.
Factores como la cohesión se han tenido en cuenta a la hora de desarrollar los
modelos.
Sin embargo, la aparición de cúmulos de material, o de rocas de un tamaño
mucho mayor que el tamaño medio de los granos son situaciones que no han
sido abordadas. De la misma manera, no se han considerado inhomogeneidades
ni estratificaciones en el material. Una de las principales líneas de investigación
que quedan abiertas es el modelado de éstas y otras situaciones derivadas de
las propiedades del sistema.
Representación visual
La representación gráfica del sistema granular se ha mejorado incorporando
técnicas basadas en shaders para la representación del flujo. Este problema es
una línea de investigación activa actualmente, aplicada principalmente a la ani-
mación de fluidos, pero los algoritmos utilizados son costosos y no suelen ser
adecuados para tiempo real.
Por tanto, la visualización de flujo basada en texturizado procedural para apli-
caciones de tiempo real supone una línea de investigación poco explotada que
puede proporcionar considerables mejoras en multitud de aplicaciones.
Programación del procesador gráfico
Una línea de investigación muy activa actualmente es lo que se ha dado en
llamar General-Purpose Programming on GPU (GPGPU), cuyo objetivo es la uti-
lización de las unidades de proceso gráfico para la ejecución de cualquier tipo
de algoritmo con el fin de reducir su tiempo de ejecución. Las unidades gráfi-
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cas tienen ciertas propiedades en su arquitectura que hacen que determinados
algoritmos pueden ejecutarse de forma muy eficiente.
La representación de los sistemas granulares por medio de mallas y el tipo de
cálculos que se realizan para simular su evolución permiten que esta herramienta




(i, j) Identificación de una celda
(xi, yj) Centro de la celda (i, j)
h Altura de material sobre la base
∆h Material eliminado en algunos modelos del estado del arte
β Ángulo de un terraplén respecto de la horizontal
ρ Ángulo del plano de fractura en la Sección 3.3
σn Tensión normal en un interfaz de fractura
σt Tensión tangencial en un interfaz de fractura
τ Fuerza de cizalladura
W Peso del material sobre el interfaz de fractura
L Longitud del interfaz de fractura
P Presión sobre el interfaz de fractura
φ Ángulo de fricción interna del material
c Cohesión del material
a Adhesión en el interfaz suelo-herramienta
γ Peso específico del suelo
α Ángulo crítico del sistema
q Presión de sobrecarga sobre el material en una fractura
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Símbolo Descripción
Nγ , Nc, Na,
Nq
Componentes de la reacción del suelo por unidad de longitud
en los modelos de fractura
F Coeficiente de estabilidad en equilibrio límite
h(i) = hi Altura de la celda i en el modelo BTW
zc Umbral en el modelo BTW
h(i, j) = hij Altura de la celda (i, j) en el modelo BTW 2D
F (i, j) Campo de fuerzas sobre la celda (i, j) en el modelo de Ch-
ristensen
fα Coeficiente de descarga en el modelo de Christensen
Fc Umbral en el modelo de Christensen
sc Parámetro del modelo de Chen
µl Parámetro del modelo de Chen
hr(x, t) Altura de la capa deslizante en el modelo BCRE
hs(x, t) Altura de la capa estática en el modelo BCRE
v Velocidad del material en el modelo BCRE
θ Velocidad de transferencia de material en el modelo BCRE
δx Tamaño de una celda en el eje x
δy Tamaño de una celda en el eje y
Nx Número de celdas de la malla en el eje x
Ny Número de celdas de la malla en el eje y
z+ Coeficiente de caída del modelo de Autómata Celular
zˆ+ Coeficiente de caída del modelo de Autómata Celular, consi-
derada como función de β
M Conjunto de posiciones discretas o celdas del Autómata Ce-
lular
V Vecindad de una celda del Autómata Celular
S Conjunto de estados de una celda
Sh Posibles valores de la altura de una celda
P Conjunto de parámetros
Pb Valores de la altura de la base
Pu Valores de la pendiente crítica
Pf Flujo de material
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Símbolo Descripción
Pδx Longitud de la celda en la dirección del eje x
Pδy Longitud de la celda en la dirección del eje y
ϕ Función de transición del Autómata Celular
E Conjunto de aplicaciones que determinan las acciones exter-
nas sobre el Autómata
F Conjunto de fuerzas externas
Fx, Fy, Fz Fuerzas en cada una de las direcciones
Φ Función que determina la manera en que se aplica la fuerza
pi Función que determina la presión bajo el Autómata
f2 Función que, en cada instante de tiempo t ∈ N determina la
modificación que se efectúa de las celdas f1(t)
z Espesor de la capa deslizante en el modelo de estabilidad
de taludes
αI Ángulo crítico del sistema con inercia
s Distancia desde el borde de una celda hasta el interfaz
δs Incremento de la distancia s
w Ancho de un interfaz
δw Incremento del ancho de un interfaz
d0 Profundidad vertical de un contacto
n Normal al contacto entre un objeto y el sistema
v Velocidad del punto de contacto sobre el objeto que colisiona
B Altura de la base del sistema en una celda
M Cantidad de material contenido en una celda
δd Incremento de d
h1 Altura desde la base de la celda hasta la superficie o el pri-
mer contacto
h2 Altura desde el primer contacto hasta la superficie
A Área libre de una celda que colisiona
Fh Fuerza horizontal entre el terreno y la pala




H Altura desde la base de la herramienta hasta el punto donde
el interfaz de fractura sale a la superficie
µ Cantidad de material desplazado por el avance de un interfaz
vertical
R Sistema de referencia situado sobre el Autómata Celular
A Matrig ortogonal que pasa de las coordenadas locales del
sistema del A.C al sistema de referencia del mundo
x′ Dirección en al que aumenta el índice i de la malla
y′ Dirección en al que aumenta el índice j de la malla
z′ Eje perpendicular a x′ y y′
p′(i, j) Posición de la superficie del Autómata Celular rotado (siste-
ma local)
p(i, j) Posición de la superficie del Autómata Celular rotado (siste-
ma global)
Fr Conjunto de celdas frontera
I Celdas imaginarias de la extensión de un Autómata Celular
APÉNDICE B
Modelo formal de Autómata Celular
Con el fin de definir de una manera clara los elementos con los que vamos
a trabajar y la notación asociada, se ha utilizado un modelo formal de Autómata.
Por razones de brevedad y claridad, en los diferentes modelos descritos se han
particularizado los elementos que lo componen de acuerdo con las propiedades
de cada modelo. A continuación se detalla de forma general la formalización
utilizada.
AC = 〈M,V,S,P,ϕ,E〉, (B.1)
donde
M = {(i, j) : i, j ∈ N, 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny} es el conjunto de posiciones
discretas o celdas del Autómata Celular.
V es la vecindad de una celda del Autómata.
S es el conjunto de posibles estados de cada celda:
P es el conjunto de parámetros:
ϕ : S|V| → S es la función de transición.
E es el conjunto de aplicaciones que determinan las acciones externas.
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B.0.5. Vecindad V
La vecindad en un Autómata Celular, V, se define a partir de las coordenadas
de una celda. Dada una celda (i, j), su vecindad estará formada por el conjunto
de celdas que influyen en su evolución entre dos pasos consecutivos de tiempo.
Dos ejemplos frecuentes de vecindades en mallas cuadradas son la vecindad
de von Neumann o vecindad ortognonal (von Neumann, 1963), que consiste en
el conjunto de 4 celdas
VV = {(i, j − 1), (i, j + 1), (i− 1, j), (i+ 1, j)}
y la vecindad de Moore (Moore, 1956) con 8 celdas
VM = VV ∪ {(i− 1, j − 1), (i− 1, j + 1), (i+ 1, j − 1), (i+ 1, j + 1)}
utilizada, por ejemplo, en el juego de la vida (Gardner, 1970). En la Figura B.1 se
muestra un gráfico que representa ambas vecindades.
Figura B.1: (a) Vecindad de Moore (b) Vecindad de Von Neumann
B.0.6. Los estados de una celda S
En cada instante de tiempo, una celda puede encontrarse en un estado de
entre un conjunto finito de estados posibles S, que suele tomarse igual para to-
das la celdas. Aunque S puede tomarse como un conjunto arbitrario, en algunos
estudios analíticos sobre las propiedades de los AC, es habitual considerar pro-
piedades algebraicas sobre el mismo (un grupo o un anillo, por ejemplo).
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El hecho de que este conjunto sea finito permite el estudio analítico, por medio
de herramientas de matemática discreta y álgebra, de los Autómatas Celulares, y
es para muchos autores una propiedad irrenunciable en la definición de Autómata
Celular. Sin embargo, a medida que la aplicación de los Automatas Celulares
se ha ido abriendo a nuevos campos, esta propiedad se ha ido relajando con
el fin de modelar fenómenos continuos. Esta propiedad y sus consecuencias
se analizan en el Capítulo 4, ya que los modelos propuestos en este trabajo
consideran conjuntos de estados infinitos. En particular, el conjunto S se toma
como R, o como R2, en los diferentes modelos propuestos.
B.0.7. Los parámetros locales P
Denominamos parámetros locales del modelo a un conjunto de parámetros
que se mantienen constantes durante toda la simulación, pero que pueden variar
de una celda a otra. Estos parámetros se utilizan, por ejemplo, para almacenar el
relieve de la base sobre la que se encuentra situado el sistema granular simulado.
El conjunto P corresponde al conjunto de todos los posibles valores para los
parámetros locales.
B.0.8. La regla local ϕ
La regla local, o función de transición del Autómata ϕ, determina la evolución
de los estados de las celdas y es, habitualmente, la misma función para todas las
celdas. En la mayoría de los casos se trata de una aplicación determinista. No
obstante, se han estudiado aplicaciones no deterministas como reglas locales,
en relación con la teoría de lenguajes (Smith, 1972; Mahajan, 1992). También es
posible encontrar aplicaciones en las que se emplean reglas diferentes para cada
celda e incluso reglas que cambian con el tiempo, dando lugar a los conocidos
como Autómatas Celulares programables (Nandi et al., 1994).
En nuestro caso, la regla local ϕ : S5 → S es una regla determinista y única
para todas las celdas del Autómata.
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B.0.9. Las funciones de acciones externas E
Además, de la función de transición, y con el fin de dotar a los modelos pro-
puestos de interactividad, en este trabajo se introduce un nuevo elemento a los
Autómatas Celulares propuestos; el conjunto de funciones de acciones externas
E = {f1, . . . , fn}, que permiten modelar, mediante funciones que influyen en el




Criticalidad auto-organizada (SOC)1 es un término usado en física para des-
cribir sistemas dinámicos que tienen puntos críticos como un atractor en su
evolución temporal. A finales de la década de los 80, Bak, Tang y Wiesenfeld
(Bak et al., 1988) describieron el comportamiento de algunos sistemas dinámi-
cos complejos con grados de libertad en el tiempo y en el espacio.
Estos sistemas presentan dos características principales, la ausencia de una
escala temporal y la existencia de la propiedad de auto-semejanza habitual en
algunos fractales.
Los autores sugirieron que la aparición de un estado crítico auto-organizado
proporciona una conexión entre la dinámica no lineal, la aparición de auto-seme-
janza espacial y el ruido 1/f de una manera natural y robusta.
El tipo de sistemas en los que se observa este comportamiento no permiten el
habitual enfoque perturbativo. La reducción de la dimensionalidad no es efectiva,
ya que no es posible encontrar estados desacoplados en la dinámica del sistema.
Por el contrario, los diferentes grados de libertad, parecen cooperar de forma que
se alcanza un estado estable lejos del equilibrio.
La principal característica observada en este tipo de sistemas, es lo que se
1En inglés Self-Organized Criticality
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conoce como ruido 1/f . Este fenómeno consiste en la aparición de un espectro
en las variables espacio-temporales en el que la frecuencia es inversamente pro-
porcional a la magnitud de los eventos. Esta propiedad es la que constata la no
existencia de una escala predominante en la dinámica del sistema.
Esta ausencia de escala es lo que da lugar a la aparición de estructuras
macroscópicas en algunos sistemas espaciales y más concretamente a determi-
nadas estructuras fractales.
Los sistemas críticos auto-organizados evolucionan hasta alcanzar el estado
crítico en el que se manifiestan las características mencionadas. Cuando el sis-
tema entra en este régimen de comportamiento, la aparición de una perturbación
en un estado estable del sistema da lugar a una serie de procesos de relajación
que le devuelven la estabilidad.
Un montón de arena es un ejemplo paradigmático de este tipo de sistemas.
Cuando es modificado por la introducción de nuevas partículas evoluciona hasta
que su pendiente alcanza un valor crítico. A partir de este punto, la introducción
de una nueva partícula provocará un aumento de esta pendiente, dando lugar
a una avalancha de partículas. Esta avalancha devuelve la pendiente a un valor
inferior al ángulo crítico, manteniendo la estabilidad del sistema.
APÉNDICE D
Los modelos propuestos en el marco de
los Autómatas Celulares
El modelo presentado en el Capítulo 4 se ha formalizado como un Autómata
Celular. Los motivos para la utilización de este tipo de modelo computacional y
de su terminología son principalmente dos; por una parte, al desarrollar el mode-
lo se parte de uno de los Autómatas Celulares clásicos, el modelo BTW de pila
de arena; por otra parte, la formalización habitual de los Autómatas Celulares
describe perfectamente el modelo computacional allí propuesto y es la más ade-
cuada para la consecución de los objetivos del trabajo de investigación, como se
verá.
No obstante, debe quedar claro que la utilización que se hace de este tipo
de modelos es meramente instrumental; el modelo computacional de Autómata
Celular se usa para realizar una contribución dentro del ámbito de la simulación
de sistemas granulares, quedando fuera de los objetivos de este trabajo de in-
vestigación cualquier contribución a la teoría de los Autómatas Celulares.
Por lo tanto, el hecho de que los modelos aquí propuestos se consideren o no
como Autómatas Celulares es irrelevante desde el punto de vista de los objetivos
de este trabajo. Los modelos desarrollados durante este trabajo de investigación,
permite alcanzar los objetivos marcados independientemente de si el modelo se
clasifica como un Autómata Celular o no.
Sin embargo, dado que éstos son la nomenclatura y el formalismo escogidos,
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por una cuestión de rigor parece adecuado analizar de qué manera el modelo
descrito encaja dentro del terreno de los Autómatas Celulares. Lo que sigue es,
en parte, el resultado de conversaciones mantenidas con diferentes participan-
tes, entre ellos con el profesor B. Choppard, en las reuniones bianuales Cellular
Automata for Research and Industry (ACRI) de los años 2004 y 2006.
D.1. Crítica a la clasificación del modelo como un
Autómata Celular
En el modelo presentado en el Capítulo 4, la variable de estado h pertenece a
un conjunto Sh. De acuerdo con la definición de Autómata Celular, este conjunto
debe ser finito. De hecho, esta propiedad es, para muchos autores, clave a la hora
de decidir si un modelo computacional puede considerarse o no un Autómata
Celular.
Sin embargo, en el modelo propuesto el significado de la variable h, la altura
del sistema granular sobre la celda, queda mejor representado por medio de una
variable continua. Por este motivo cabe plantearse si es adecuado considerar
este modelo como un Autómata Celular o si, por el contrario, debería utilizarse
una nomenclatura diferente.
D.2. Los Autómatas Celulares como modelos fini-
tos
Históricamente, los Autómatas Celulares han sido introducidos como mode-
los basados en un conjunto de Autómatas finitos, cuya dinámica viene dada por
reglas simples, y que evolucionan a través de la interacción entre ellos. Así defini-
dos, los Autómatas Celulares representan un ejemplo paradigmático de sistemas
complejos, cuyas propiedades emergen de la relación entre sus partes que son,
por el contrario, sistemas dinámico simples.
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El hecho de que sean modelos computacionales discretos implica una mayor
simplicidad en la elaboración de modelos, y la posibilidad de un análisis mate-
mático más profundo de sus propiedades. Un ejemplo de esto son los estudios
de Wolfram sobre la dinámica de los Autómatas Celulares, y su clasificación en
función de esta dinámica. Esto proporciona herramientas matemáticas potentes
para el análisis de un modelo, así como la inferencia de propiedades del mismo
a partir de su clasificación dentro de una determinada taxonomía.
D.3. Sistemas continuos y Autómatas Celulares
Sin embargo, el campo de los Autómatas Celulares ha evolucionado, dando
lugar a diferentes modelos computacionales, y ha visto como lo continuo ha ter-
minado por asentarse al menos en algunos aspectos. Los modelos de Lattice
Boltzman, discretos, han dado lugar a los conocidos como modelos multipartícu-
la, en los que el número de partículas que puede ocupar una celda del Lattice
es mayor que uno. Estos modelos introducen variables continuas en el modelo
al considerar distribuciones de probabilidad como variables. El propio Wolfram, a
quién podría considerarse como defensor de los Autómatas Celulares como mo-
delos discretos, considera en su clasificación una generalización de los Autóma-
tas Celulares clásicos consistente en considerar un número infinito de posibles
valores para las variables.
Este planteamiento da lugar a generalizaciones de los Autómatas Celulares
utilizadas para el modelado de ciertos sistemas dinámicos continuos. Es el caso
de los conocidos como Sistemas Dinámicos Extensos1, sistemas dinámicos con
grados de libertad tanto temporales como espaciales. En el modelado de este
tipo de sistemas, la utilización de Autómatas Celulares se plantea como una al-
ternativa a los modelos basados en ecuaciones diferenciales, y no es infrecuente
la utilización de una o más variables de estado continuas.
En estos casos, la justificación del término Autómata Celular se basa en el
hecho de que cualquier modelo computacional es un modelo discreto, y que las
variables están limitadas, en último extermo, a las posibilidades de representa-
1En inglés, Spatially Extended Dynamical Systems
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ción de la máquina utilizada.
Si bien es cierto que este último argumento puede resultar un tanto forzado,
no lo es menos que los modelos basados en Autómatas Celulares suelen utili-
zarse para obtener representaciones macroscópicas o cualitativas (generalmente
estadísticas) del sistema estudiado. Esto hace que la precisión requerida en la
solución sea menor que la que se exige cuando se utiliza otro tipo de modelos,
como las ecuaciones diferenciales.
En este sentido, Wolfram afirma que "un Autómata Celular suficientemen-
te grande a menudo muestra un comportamiento macroscópico aparentemente
continuo. Por tanto, pueden utilizarse para modelar sistemas continuos tales co-
mo fluidos".
Por tanto, muchos de los modelos que formalmente utilizan variables con-
tinuas, podrían reducirse a un modelo equivalente en el que dichas variables
estuvieran limitadas a un conjunto discreto, o incluso finito, de valores.
El modelo propuesto en en el Capítulo 4 se basa en una generalización del
modelo BTW de pila de arena, en el que el conjunto Sh de valores que pue-
de tomar la variable de estado es suficientemente amplio como para reproducir
el comportamiento continuo de un sistema granular real. Se trata por tanto de
un modelo de Sistema Dinámico Extenso basado en Autómata Celular similar a
otros que pueden encontrarse en la bibliografía. No en vano, este modelo, junto
con el modelo de interacción propuesto en el Capítulo 5 ha sido publicado en
dos ocasiones en el principal foro internacional sobre Autómatas Celulares: el
International Conference on Cellular Automata for Research and Industry.
Dado que las propiedades del modelo no cambian sustancialmente, el hecho
de si el conjunto se toma finalmente como un conjunto finito pero muy grande, o
se toma como un conjunto continuo, puede considerarse como un detalle de la
implementación.
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